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1. INTRODUCCION

El desarrollo del virial de la ecuacion de estado de un
fluido es (generalmente) una expansion del factor de com-
presibilidad Z en una en serie de potencias de la densi-
dad numérica p de la forma

Z(p,T)=1+ ), B(T)p’™, (1)
j=2

donde B, son los coeficientes del virial y Z = p / pkT, siendo
p la presion del fluido, kg la constante de Boltzmann y T
la temperatura absoluta del fluido. Esta expansion fue in-
troducida originalmente por Thiesen [1] en 1895 como
una aproximacion a la ecuacion de estado de fluidos a
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bajas densidades. Poco despuésy, aparentemente de forma
independiente, Kamerlingh Onnes [2] la us6 para repre-
sentar matematicamente datos experimentales. De hecho
fue Kamerlingh Onnes quien llamé coeficientes del virial a
los coeficientes de esta expansion. Es interesante hacer
notar que muchos anos mas tarde se mostré que la serie
del virial surge de manera natural en deducciones rigu-
rosas dentro de la mecanica estadistica [3] y que los coefi-
cientes del virial, que en general son funciones de la tem-
peratura, estan relacionados con las interacciones molecu-
lares. Por otra parte, otra de sus grandes virtudes es que,
a partir de la mecanica estadistica, la serie del virial es la
Unica ecuacion de estado formalmente exacta para sistemas
de dimension superior a 1.

En el caso de fluidos con nucleo duro como el fluido
de esferas duras [4] (que es el que nos ocupa en este
trabajo) los coeficientes del virial no dependen de la tem-
peratura. En particular, el valor del segundo coeficiente
del virial de un fluido de esferas duras de diametro o esta
dado por By = 276°/3, un resultado que dedujo van der
Waals [5]. Existen también expresiones analiticas para By
y B, [6]-[9], pero los coeficientes de orden superior
deben ser obtenidos numéricamente y como su calculo
es complicado, solamente se han reportado valores hasta el
décimo coeficiente del virial (véase la referencia [10],
que contiene los ultimos calculos reportados y una biblio-
grafia amplia y comentada del trabajo previo).

La serie del virial del fluido de esferas duras se expresa
frecuentemente en términos de la fraccion de empaque-
tamiento 7 definida como 1 = zp 03/6, de forma que el
factor de compresibilidad esta dado por

Zm=1+ b, (2)

J=2
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donde los coeficientes del virial reducidos bj son nimeros
puros dados por b; = Bj/(ﬂcrg/G)j_l. En la tabla 1 se pro-
porcionan los valores conocidos de los coeficientes del
virial reducidos del fluido de esferas duras [10].

Tabla 1
VALORES CONOCIDOS DE LOS COEFICIENTES DEL VIRIAL
REDUCIDOS DEL FLUIDO DE ESFERAS DURAS [10]

b.

J

~.

4
10
18.36476838 ---
98.22451 (26)
39.81515 (93)
53.3444 (37)
68.538 (18)
85.813 (85)
105.78 (39)

D © 00O Uk N

Hay varias controversias relacionadas con la serie del
virial del fluido de esferas duras. Para empezar, aunque se
conociera un numero mayor de coeficientes del virial
reducidos, las series truncadas para el factor de compre-
sibilidad no deberian ser utiles mas alla de la fraccion
de empaquetamiento 1), correspondiente al radio de
convergencia de la serie completa, el cual esta determi-
nado por el modulo de la singularidad de Z(7) mas cer-
cana al origen en el plano complejo. El valor de 1, no
se conoce, aunque existen cotas inferiores [11][12] y hay
indicios de que proviene de una singularidad localizada
sobre el eje real negativo [10][13]. De hecho, una de las

147



motivaciones para el cdlculo de coeficientes del virial
de mayor orden es precisamente la de determinar el valor de
Neony Y 12 naturaleza de la singularidad que lo origina. Por
otra parte, debe senalarse que, a pesar de que la serie
divergiera para 1> 1.,,,, puesto que la singularidad co-
rrespondiente a 7, parece localizarse fuera del eje real
positivo, es de esperarse que el factor de compresibilidad
esté bien definido, al menos en un pequeno intervalo,
para 1> 1Ncony-

Otro aspecto controvertido de la serie del virial es que
aun se ignora si la serie es alternante o no. Hasta ahora
todos los coeficientes del virial conocidos son positivos,
pero existe evidencia proveniente de fluidos de hiper-
esferas en dimensiones mayores a tres que indica que esta
caracteristica puede no mantenerse para coeficientes de
orden mayor. Adicionalmente, el analisis de las ecua-
ciones de estado aproximadas que se pueden deducir del
conocimiento limitado de algunos coeficientes del virial
usando métodos de aceleracion de series, como los
aproximantes de Padé o de Levin, muestra que la transi-
cion fluido-solido, observada en resultados de simulacion
por computadora, no aparece como una singularidad en
las mencionadas ecuaciones de estado.

Como el factor de compresibilidad del sistema de esferas
duras, tanto en la region fluida estable como en la region
fluida metaestable, es una funcion monoétona creciente
de la fraccion de empaquetamiento, es razonable plan-
tearse la cuestion de para qué fraccion de empaqueta-
miento 7)., diverge la prolongacion analitica del factor de
compresibilidad. Esto es, se desea determinar el valor
de n.,, tal que

lim Z(n) = co. (3)
NN
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Claramente, 1,, no puede ser mayor que la fraccion de
empaquetamiento maxima 1, que es geométricamente
posible (el llamado problema de Kepler). En este caso,
Nmax = T2/ 6 = 0.7405. Asi pues, 1., debe ser tal que

nconv S noo S nmax' (4)

Hace un poco mas de diez anos, al estudiar las singu-
laridades de los aproximantes de Padé obtenidos de las
series del virial truncadas para fluidos de discos y esferas
duras, Sanchez [14] llegé a la conclusion de que dichas
singularidades tenian que ver con el empaquetamiento
maximo cristalino en estos sistemas. Varios autores mas
[15]-[29] también han conjeturado que

noo = nmax' (5)

Es interesante notar que esta conjetura fue ya sugerida
por Korteweg [30] y el propio Boltzmann [31] a finales
del siglo XIX.

Sin embargo, la conjetura (5) también ha sido objeto
de criticas [32] y algunos autores [33]-[37] han sugerido
que 7., =1,cp, siendo 7, la fraccion de empaquetamien-
to maximo aleatorio (aproximadamente igual a 0.64 para
esferas duras [38]).

En su estudio original [14], Sanchez us6 el analisis de
los aproximantes de Padé que se podian obtener con los
coeficientes del virial conocidos entonces (los ocho pri-
meros reportados en el trabajo de Janse van Rensburg
[39]). En fecha reciente, Sanchez y Lee [40] mostraron
que, al usar el noveno y décimo coeficientes que apare-
cen en la tabla 1, los aproximantes de Padé adicionales
permanecian finitos para 1 =1, €s decir, N, # N... No
obstante, usando esos mismos coeficientes, construyeron
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una ecuacion de estado aproximada que tiene una diver-
gencia en 11=1,... Siendo éste el caso, vale la pena inves-
tigar si, utilizando la informacion disponible relativa a los
coeficientes del virial, es posible llegar a conclusiones mas
firmes. De manera general, podria plantearse el proble-
ma de como tener un método sistematico para mejorar el
calculo de 1., cuando se conozcan mas coeficientes del
virial del sistema. En este trabajo pretendemos dar una
respuesta, aunque sea parcial, a las preguntas que hemos
planteado. Un estudio mas completo y detallado se pre-
senta en la referencia [41].

El trabajo esta organizado de la manera siguiente. En
la siguiente seccion, llevamos a cabo el analisis de las sin-
gularidades de los factores de compresibilidad del fluido
de esferas duras que se obtienen de los aproximantes de
Padé construidos con los coeficientes del virial conocidos.
En la tercera seccion, introducimos las representaciones
inversas de las series del virial y su conexion con el calculo
de 7n... Los resultados del uso de las representaciones
inversas se presentan en la cuarta seccion y el trabajo se
cierra con algunas conclusiones y comentarios finales.

2. APROXIMANTES DE PADE DIRECTOS

En general, la idea de los aproximantes de Padé es
sustituir una serie dada

S(z)= Z ajzj (6)
j=0
por un cociente de dos polinomios:
M oz
S(2)= By ()= (7)
N Ziyz 0 ﬁjzj
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donde se puede elegir ;=1 sin pérdida de generalidad.
Los restantes N + M +1 coeficientes son seleccionados
para que el desarrollo en serie de Taylor de P¥(z) coinci-
da con los primeros N + M +1 términos de la serie de
potencias de S(z). Por otro lado, la eleccion de la dife-
rencia de grados N — M queda libre. Un tratamiento mas
detallado de los aproximantes de Padé puede encontrarse
en la referencia [42].

El método de los aproximantes de Padé se ha utilizado
frecuentemente para el estudio de la serie del virial. La
principal caracteristica de los aproximantes es que ofre-
cen una suma de toda la serie. Por supuesto, los tnicos
coeficientes que son correctos son los que se fijan. Sin
embargo, los coeficientes desconocidos proximos al ulti-
mo conocido son, generalmente, bien estimados de esta
forma, sobre todo si se escogen Ny M de forma adecuada
[43],[44].

Ademas de su interés practico para predecir la
ecuacion de estado y estimar los coeficientes del virial
desconocidos, la riqueza y versatilidad de los aproxi-
mantes permiten abordar cuestiones importantes, tales
como la existencia de singularidades y la estimacion del
valor de 1., definido por la ecuacion (3).

En la aplicaciéon convencional de los aproximantes de
Padé a la ecuacion de estado de un fluido de esferas
duras, se sustituye el factor de compresibilidad no cono-
cido por un aproximante de la forma

1+ o 1/
Zm)=PY (n):ﬁ’ (8)
‘B,

Jj=

en donde se ha tenido en cuenta que o, = 1, ya que
lim, _, Z(n) =1. El resto de los N + M coeficientes
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o; (=1, M) yﬁj (j=1,---, N) se determinan a partir de
los coeficientes del virial bj (G=1,--, N+M+1). Para un
valor dado de N +M =g existen, en principio, g aproxi-
mantes independientes (correspondientesa N=1,---, g),
ya que el caso N=0y M = g no es propiamente un aproxi-
mante de Padé, sino una serie truncada. Por comodidad,
llamaremos “grado de Padé” a g = N + M. De acuerdo
con los valores conocidos de b; (ver la tabla 1), el maximo
valor del grado de Padé es g =9.

Como ya se ha mencionado, dos cuestiones intere-
santes relativas a la serie del virial son la evaluacion de su
radio de convergencia, asi como de la densidad para la
cual Z diverge. En la aproximacion (8) ambas cuestiones
estan directamente ligadas a los polos del aproximante, es
decir, a las raices del polinomio del denominador.

En este trabajo estamos mas interesados en 7)., que en
Neonvs POT 10 que hemos llevado a cabo un analisis sis-
temadtico de la ubicacién del polo real y positivo de PY¥(n)
mas proximo al origen. Para cada valor del grado de Padé
g <9 hemos considerado los g aproximantes de Padé co-
rrespondientes, lo que da un total de 45 aproximantes
analizados. Hemos buscado los polos para cada uno de
ellos. En algunos casos el aproximante o bien carecia
de polos reales y positivos o bien éstos se situaban mas
alla de 1= 1. En los casos restantes, de existir mas de un
polo en el rango 0 < 11 < 1, nos hemos fijado en el menor
de ellos. Los resultados se muestran graficamente en la
figura 1.

Como puede observarse, la mayoria de los aproxi-
mantes carecen de polos en el rango 0 <1 <1y no apare-
cen, por tanto, representados en la figura 1. En el caso de
los aproximantes restantes, observamos en la misma figu-
ra que la singularidad real y positiva mas proxima al
origen suele presentar una importante dispersion para
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Figura 1. Valor del polo real y positivo mds préximo al origen para dis-
tintos aproximantes de Padé de la forma (8) en funcién del grado
de Padé g =N+ M. El nimero junto a cada circulo indica el grado N del
denominador del correspondiente aproximante de Padé. La linea
horizontal corresponde a 1, = 7/2/6 = 0.7405.

un g dado (especialmente notable en el caso g = 8,
que incluye los nueve primeros coeficientes del virial).
Lo mas llamativo es la tendencia de esos polos (particu-
larmente importante para g =8y g =9) a tomar valores
incluso superiores a 1n,,.., lo que resta todo significado
fisico a dichos polos. No obstante, para comprobar la
robustez del analisis efectuado, hemos llevado a cabo
el mismo procedimiento para g=8y g=9, pero variando los
valores de los dos ultimos coeficientes del virial un 5%.
El resultado es que, en este caso, los valores de los polos
experimentan una variacion muy importante. Incluso apa-
recen algunos polos nuevos y desaparecen otros que antes
estaban presentes. La sensibilidad de las singularidades
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respecto de la precision con la que se conocen los coefi-
cientes del virial es, por tanto, muy grande. Esta gran
sensibilidad de los polos respecto de los coeficientes nos
sugiere que, pese a su interés, este analisis no es demasia-
do fiable para estimar 7).,. Para intentar salvar esta difi-
cultad, en la siguiente seccion se presentara un estudio
analogo pero desde otra perspectiva diferente.

3. FORMAS ALTERNATIVAS DEL DESARROLLO DEL VIRIAL.
APROXIMANTES DE PADE INVERSOS

En primer lugar, vamos a reescribir de nuevo la serie
del virial (2) en la forma equivalente

~ T 3 P < j
pm==c’Lt-=n+> b0’ (9)
6 kBT e J

Notese que p =nZ. Siguiendo una idea de Sanchez [14],
se puede invertir formalmente la serie que aparece en la
ecuacion (2), lo que conduce a

n(Z)=Y e (Z-1). (10)
Jj=1

De manera analoga, ahora proponemos invertir la serie
de la ecuacion (9) con el resultado siguiente:

n(p)=p+,¢;p. (11)
Jj=2

Los coeficientes {cj} y {ej} son combinaciones (no linea-

les) de los coeficientes del virial reducidos {bj}. De hecho,
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la determinacion de los coeficientes ¢; y e; requiere que
uno conozca previamente j yj + 1 coeficientes del virial,
respectivamente. Cabe senalar que, si bien pasar de la
ecuacion (2) ala (9) o viceversa es un ejercicio trivial, no
sucede lo mismo con sus desarrollos inversos (10) y (11).

Adicionalmente, la condicion (3) para obtener 7, es
equivalente a

n.=limn(2)=limn(p). (12)
Z—>o0 Do

La representacion (10) fue la originalmente propuesta
por Sanchez [14], quien la utilizo para estimar el valor de
N.. Sin embargo, la verdadera variable termodinamica,
junto con la densidad (representada por 1), es la presion
(representada por p ), no el cociente presion/densidad (re-
presentado por Z). Es por ello que, en nuestra opinion,
la representacion inversa (11) tiene mas significado fisico
que la (10).

Hasta ahora hemos introducido dos formas equiva-
lentes de la serie del virial y las hemos invertido. El paso
siguiente sera calcular los aproximantes de Padé de los
desarrollos inversos (10) y (11). De forma genérica, estos
aproximantes toman la forma

n2)=Z-HP)(z-1) (18)
Yy
np) = pPY " (p). (14)

En este punto podemos obtener 71, aplicando Ila
ecuacion (12). Precisamente la condicion de obtener un
valor finito no nulo para 7., fuerza el que nos tengamos
que restringir a aproximantes diagonales. De ese modo,
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nw<N)=%, (15)
N

donde, siguiendo la notacién de la ecuacién (7), oy _
y By son los coeficientes de los términos de mayor grado
en el numerador y denominador, respectivamente, del
aproximante de Padé. Hemos utilizado la notacion 1., (V)
para resaltar el hecho de que, en principio, el valor
obtenido depende de N. Cabria esperar que el verdadero
valor de n,, fuera n.=1limy _, .n.. (N).

El hecho de que para cada orden en el desarrollo del
virial exista s6lo un aproximante de Padé en las repre-
sentaciones inversas (10) y (11) contrasta con la degene-
racion existente en el caso de los aproximantes directos
(8) y supone una ventaja de aquéllos sobre éstos.

Dado que el primer coeficiente del virial es b, = 1,
en el caso de la ecuacion (13) necesitamos determinar 2N
coeficientes a partir de los coeficientes ey, ,eqy (0, lo
que es lo mismo, by, -+ ,boy , 1). Por su parte, en el caso
de la ecuacion (14), el numero de coeficientes a determi-
nar es 2N —1. Se obtienen a partir de ¢, -, coy (0, equivalen-
temente, b, -, boy). Por consiguiente, puesto que el nime-
ro de coeficientes del virial conocidos es 10, el maximo
valor de N en las ecuaciones (13) y (14) es 4y 5, respec-
tivamente. Ese valor se puede incrementar si incluimos
estimaciones de los primeros coeficientes del virial mas alla
del décimo.

4. RESULTADOS
Hemos construido los aproximantes de Padé de la ecua-

cion (13) con N =1,2,3,4 y para cada uno de ellos, hemos
obtenido el valor de 7., (N) a partir de la ecuacion (15).
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Los resultados se muestran en la figura 2. El mismo
procedimiento ha sido llevado a cabo con N =1,2,3,4,5 en
el caso de la ecuacion (14), mostrandose los resulta-
dos en la figura 3.

Como se ve claramente, las dos representaciones inversas
muestran un comportamiento mucho mas regular que el
observado en la figura 1. Esto indica la superioridad
de los desarrollos inversos frente al desarrollo directo a la
hora de analizar el valor de 1... Por otro lado, los resul-
tados encontrados con ambas representaciones exhiben
diferencias notables entre si.

En primer lugar, los datos obtenidos a partir de la re-
presentacion para la presion, figura 3, tienen una forma
suave y ascendente. A priori, se diria que no esta claro que
M. (N) converja para N — oo al valor del empaquetamien-
to maximo 7,,,.. El crecimiento de 1., (N) con N es tan

0.8 T T T T T

o
o

o
[,
o+
w
o~
L
N

N

Figura 2. Estimacion de 1., (N) obtenida a partir de los aproximantes
de la forma (13). La linea horizontal corresponde a 1, = n2/6 =
0.7405. La curva es el ajuste 1, (N) —0.67¢~ 067N,

= nmax
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Figura 3. Estimacion de 7., (V) obtenida a partir de los aproximantes
de la forma (14). La linea horizontal corresponde a 1, = mf2/6 =
0.7405. La curva es el ajuste 7., (N) =1, — 0.63¢e” 0.27N,

suave que también podria decirse razonablemente que
N..(N) converge hacia el valor de empaquetamiento
maximo aleatorio 7,., = 0.64. Sin embargo, el buen ajuste
obtenido con una ley de la forma n=17,,,. — ae” "N mues-
tra que los valores obtenidos hasta N =5 no son, en abso-
luto, incompatibles con limy _, ..., (N) =7 ax-

De acuerdo con la figura 2, la representacion inversa
que utiliza el factor de compresibilidad, pese a poseer un
punto menos y no hacer uso de b, se acerca notable-
mente a 1,,,. ya con N = 4. Sin embargo, podria tratarse
de una coincidencia accidental y que el punto corres-
pondiente a N = 5 (que requeriria el undécimo coefi-
ciente del virial, atin sin determinar) llegara incluso
a superar el valor 7,,... De hecho, es de destacar que, a
pesar de tener un punto menos que en la figura 3, existe
un peor ajuste a la ley 7., (N) =7,,.« — @~ "N que en el
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caso de dicha figura. Ademas, hemos observado que los
valores de 1., (N) obtenidos a partir de la ecuacion (13)
son mas sensibles a las incertidumbres de los coeficientes
del virial que los obtenidos a partir de la ecuacion (14).
Concluimos por tanto que, aparte de las razones fisicas
apuntadas mas arriba, la representacion de la presion es
la menos arriesgada a la hora de aventurar el verdadero
valor de 7.,. Por otro lado esta claro a la vista de la figura
3 que, estrictamente hablando, el conocimiento de los
primeros diez coeficientes del virial no es en rigor aun
suficiente para apostar por uno u otro de los valores posi-
bles.

A fin de analizar la representaciéon (14) con un poco
mas de detalle, la hemos sometido a la misma prueba de
robustez que hicimos con el analisis de los polos de los apro-
ximantes convencionales. Para ello, sustituimos los valores
de los ultimos coeficientes del virial por valores con un
error del 100% [obsérvese que en el caso de los polos
en la representacion (8) la modificacion de los coeficientes
era s6lo del 5%], tanto por exceso como por defecto. Es
decir, tomamos para cada N un valor para el ultimo coe-
ficiente del virial incluido (boy) igual a cero y al doble de
su valor conocido. Los resultados indican que, a medida
que se aumenta N y, por tanto, se van introduciendo mas
coeficientes del virial, los puntos se van modificando
en menor proporcion. La robustez del procedimiento es
mucho mas s6lida que la que se observo para el caso de los
polos de los aproximantes directos, hasta el extremo de
que, cuando N =5, los tres valores que se obtienen son
indistinguibles. Reciprocamente, podemos afirmar que el
aproximante de la ecuacién (14) no seria util para esti-
mar a partir de €l los coeficientes del virial siguientes al
décimo. No obstante, el interés en la representacion inver-
sa radica en estimar 7)., y no en estimar coeficientes del
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virial. Lo contrario puede decirse de los aproximantes
directos.

Una vez comprobada la estabilidad del analisis, se puede
adoptar una actitud mas especulativa y tratar de ir mas alla
del limite N =5 de la figura 3. Ello requiere incluir en el
algoritmo coeficientes del virial estimados y no calculados
aun. Tomando los valores estimados por Clisby y McCoy
[10] para byq- b4, en la figura 4 mostramos que los tres
puntos anadidos parecen continuar con la tendencia suave
que se anticipaba en el analisis de la figura 3 y caen en-
cima de la curva de ajuste de dicha figura. Ademas, el ulti-
mo punto estd por encima de 1,., = 0.64, lo que sugiere
la validez de la conjetura de que limy _, ... (N) =N

0.8 T T T T T T T T
_-—15_'__-—5_ o
0.6+ L - i
o 7 |
B *
02| / ]
//
0.0 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N
Figura 4. Estimacion de 7., (N) obtenida a partir de los aproximantes
de la forma (14). Los resultados hasta N = 5 son los mismos que los de
la figura 3, mientras que los de N = 6,7 y 8 se han obtenido usando los
valores estimados para by - b, de Clisby y McCoy [10]. La linea hori-
zontal corresponde a M, = 7/2/6 = 0.7405. La curva es el ajuste
Moo (N) =Ny — 06367 027N,
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Sin embargo, ni las puebas de robustez, ni el resultado
del uso de los coeficientes adicionales estimados pueden
ser considerados como evidencia definitiva. En particular,
aunque parece poco probable que los coeficientes adicio-
nales considerados pudieran ser negativos, el hecho es que,
en dimensiones mayores a tres, algunos coeficientes del
virial si lo son y ello podria cambiar el caracter de la serie
e invalidar el analisis previo.

Para tratar de obtener mas argumentos que permitan
dilucidar la validez de la conjetura (5), hemos realizado
un analisis similar para fluidos de discos duros (dos
dimensiones) y de hiperesferas duras en cuatro dimen-
siones. Los resultados se muestran en las figuras 5y 6,
respectivamente. Aunque nuevamente la evidencia no es
contundente, estos nuevos calculos son enteramente

1.0 | | | I ‘
0-8 | ..-—-—--—--—’C'—-—_—_ _.______
.
0.6} P |
g p
04t / |
0.2} |
0.0 ‘ | | | .
0 1 > : 4 5 |

N

Figura 5. Estimacion de 1, (N) obtenida a partir de los aproximantes

de la forma (14) para un fluido de discos duros. En este caso 1= 7rp0'2/ 4.

La linea horizontal corresponde a 1, = 7/3/6 = 0.9069. La curva
es el ajuste 1, (N) =1, — 0.65¢" 0-49N
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compatibles con la mencionada conjetura. Notese que
la rapidez con la que 7. (N) parece converger a 1.,
disminuye al aumentar la dimensionalidad del sistema.
Reciprocamente, hemos comprobado que la robustez de
N.. (N) con respecto a los valores de los coeficientes
del virial aumenta notablemente al aumentar la dimen-
sionalidad.

0.6

0.4} B

1, (V)
1
‘\
o
4
II"I
1

0 1 2 3 4 5 6
N

Figura 6. Estimacion de 1., (N) obtenida a partir de los aproximantes
de la forma (14) para un fluido de hiperesferas en cuatro dimensiones.
En este caso 1= 7T2p<7 */32. La linea horizontal corresponde a M. =
7%/6 = 0.6168. La curva es el ajuste 1, (N) =N,y — 0.564e 144V,

5. COMENTARIOS FINALES
En este trabajo hemos abordado dos cuestiones rela-

cionadas con los coeficientes del virial disponibles para
el fluido de esferas duras, que actualmente son diez.
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La primera tiene que ver con la pregunta de si el cono-
cimiento de unicamente algunos coeficientes del virial es
suficiente para determinar la fraccion de empaque-
tamiento 17),, para la cual la ecuacion de estado del flui-
do, continuada analiticamente y extrapolada mas alla del
punto de la transicion fluido-s6lido, diverge a infinito.
Nuestros resultados indican que la determinaciéon de 7.,
a partir de los polos de los aproximantes de Padé directos
es poco fiable. Esta sujeta a la ambigtiedad en la eleccion de
los grados de los polinomios y es ademas extraordinaria-
mente sensible a las incertidumbres en los coeficientes
del virial. Y dado que la presion, como variable termodi-
namica, posee un significado fisico del que carece el fac-
tor de compresibilidad, nos parece que, considerando
so6lo los diez coeficientes del virial conocidos, la represen-
tacion inversa de la presion, ecuacion (14), es el candi-
dato natural para dar respuesta a la cuestion anterior,
tanto por el comportamiento regular de sus puntos como
por su robustez ante incertidumbres.

Una vez abordada la pregunta anterior y suponiendo
una respuesta afirmativa, la segunda cuestion es si la con-
jetura expresada en la ecuacion (5) puede comprobarse.
Hemos visto que la evidencia aportada no es concluyente
aunque tanto el analisis de robustez efectuado, asi como
el uso de los valores estimados de los coeficientes del undé-
cimo al décimosexto, para ir mas alla de los resultados
iniciales, apuntan a que la conjetura se verifica. Lo mismo
sucede cuando se consideran los sistemas de discos duros
o de hiperesferas duras en cuatro dimensiones. Asi pues,
estrictamente hablando, resulta que los primeros diez
coeficientes del virial no son suficientes para validar o
descartar dicha conjetura. De hecho, el crecimiento de
los puntos es tan suave que el ajuste podria igualmente con-
verger al valor del empaquetamiento maximo aleatorio.

163



En cualquier caso, una respuesta mas firme a los proble-
mas planteados requiere del conocimiento de un mayor
namero de coeficientes del virial. Siendo ésta la situa-
cioén, creemos que la representacion inversa de la presion
considerada aqui proporciona un método sistematico de
trabajo para dilucidar estas cuestiones.
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