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Resumen

En este trabajo analizamos un caso paradig-
mático de sistema complejo como es un flu-
ido granular en condiciones de flujo tangen-
cial uniforme. Efectuamos simulaciones por or-
denador empleando el método de simulación
directa de Monte Carlo (DSMC), mostrando
que, con independencia de las condiciones ini-
ciales, tras unas pocas colisiones por partícula
el sistema alcanza un régimen hidrodinámico
no newtoniano. La comparación de los resul-
tados de simulación con un modelo reológico
simplificado muestra un buen acuerdo.

1. Introducción

Como es bien sabido, en la descripción hidrod-
inámica de un fluido convencional las ecua-
ciones de balance de las densidades de las
magnitudes conservadas (masa, cantidad de
movimiento y energía) se convierten en ecua-
ciones cerradas cuando las ecuaciones consti-
tutivas de los flujos de cantidad de movimien-
to y energía son conocidas. Dichas ecuaciones
proporcionan la relación existente entre los flu-
jos de momento y energía con las densidades
conservadas y sus gradientes. Si los gradientes
hidrodinámicos son débiles, podemos supon-
er que los flujos son lineales en esos gradi-
entes, siendo esto conocido como la descrip-
ción hidrodinámica de Navier–Stokes (NS).

Por otro lado, incluso si los gradientes son
intensos, es posible un régimen hidrodinámi-
co (no newtoniano) más allá del de Navier–
Stokes. El escenario convencional para la rela-
jación hacia el “comportamiento hidrodinámi-
co” en un gas convencional puede describirse
del siguiente modo [1]. Dado un estado ini-
cial arbitrario, la evolución tiene lugar en dos
etapas sucesivas. En primer lugar, durante la
denominada etapa cinética hay una relajación
rápida (que dura unas pocas colisiones por
partícula) a una función de distribución de
velocidades “universal” (o “normal”) f(r,v; t)
que es una funcional de los campos hidrod-
inámicos (densidad numérica, velocidad me-
dia y temperatura). Posteriormente, la etapa
“hidrodinámica” está descrita por una evolu-
ción más lenta de los campos hidrodinámicos
a medida que se aproximan o bien a un es-
tado de equilibrio o bien a un estado esta-
cionario de no equilibrio impuesto externa-
mente. La primera de las dos etapas es muy
sensible a la preparación inicial del sistema,
mientras que en la etapa hidrodinámica el sis-
tema prácticamente ha “olvidado” los detalles
de las condiciones iniciales (excepto por una
dependencia implícita de las condiciones ini-
ciales a través de los campos hidrodinámicos).
Si los gradientes hidrodinámicos son lo su-
ficientemente pequeños cuando se alcanza la
etapa hidrodinámica, ésta puede ser descrita
por los términos de Navier–Stokes del desarrol-



lo de Chapman–Enskog [2]. No obstante, una
función de distribución de velocidades normal
(o hidrodinámica) no se encuentra restringida
exclusivamente al dominio de Navier–Stokes,
sino que puede existir también en situaciones
muy alejadas del equilibrio (régimen no new-
toniano) [3].

Recientemente, se ha despertado un gran
interés, tanto desde un punto de vista cien-
tífico como tecnológico, por el estudio de los
medios granulares [4, 5]. Cuando las partícu-
las del medio granular se mantienen en un es-
tado de agitación constante, se dice que es-
tamos ante un “fluido granular”. En ese caso,
es posible aplicar para su estudio muchos de
los conceptos y métodos desarrollados para los
fluidos convencionales. Sin embargo, la apli-
cabilidad de una descripción hidrodinámica a
fluidos granulares no es del todo evidente [6].
En particular, la no conservación de la en-
ergía debido a la inelasticidad de las colisiones
partícula–partícula ocasiona la aparición de un
término sumidero en la ecuación de balance de
la energía. Dado que la escala temporal para
la “temperatura granular” está dada por dicho
término sumidero, además de por los gradi-
entes espaciales, pudiera ocurrir que el papel
de la temperatura como variable hidrodinámi-
ca (lenta) dejara de ser cierto a medida que la
disipación aumentara. Sin embargo, al menos
en el régimen de Navier–Stokes, hay eviden-
cias convincentes tanto teóricas [7, 8], como
de simulaciones en ordenador [9, 10, 11] y ex-
perimentos [12, 13, 14] que apoyan la validez
del tratamiento hidrodinámico de los fluidos
granulares. Por otra parte, la inherente falta de
separación de escalas espaciales o temporales
en gases granulares sometidos a cizalladura in-
valida una descripción de Navier–Stokes, de
modo que la aplicación de la hidrodinámica
a esos estados ha sido motivo de controversia
[15, 16, 17]. Es sabido que el escenario de rela-
jación hacia el comportamiento hidrodinámi-
co descrito más arriba se cumple en dos casos
límite: disipación finita en ausencia de gradi-
entes (es decir, en la evolución hacia el es-
tado de enfriamiento homogéneo [11]) y disi-
pación nula pero gradientes altos [3]. Tenien-
do en cuenta esto, la pregunta que queremos

abordar en este trabajo es si ese escenario que
acabamos de discutir puede seguir aplicándose
a gases granulares con una fuerte disipación y
en el régimen no newtoniano.

2. Simulaciones de Monte Carlo

Con la finalidad de clarificar la cuestión an-
terior y su posible respuesta, consideramos
un gas tridimensional de esferas duras inelás-
ticas en condiciones de flujo tangencial uni-
forme [18] descrito en el sistema de referen-
cia lagrangiano. Podemos justificar la elec-
ción de este tipo particular de flujo en base
a tres razones principales [19]. En primer lu-
gar, es un flujo sencillo desde un punto de vista
macroscópico puesto que sólo hay un gradiente
hidrodinámico (a = ∂ux/∂y) que, además, es
constante. En segundo lugar, este flujo tiene
un estado estacionario (resultado del balance
entre el enfriamiento debido a la inelasticidad
de las colisiones y el calentamiento viscoso)
que es inherentemente no newtoniano [20]. Por
último, puesto que tanto la densidad n como
la velocidad media u(r) son independientes del
tiempo, la posible evolución hacia el régimen
hidrodinámico está gobernada por la evolución
temporal de la temperatura granular T (t), que
es precisamente la magnitud que pone en du-
da la aplicabilidad de una descripción hidrod-
inámica.

Con la finalidad de comprobar de modo
cuidadoso si el régimen hidrodinámico existe o
no, hemos resuelto la ecuación de Boltzmann
correspondiente a un gas de esferas duras in-
elásticas en condiciones de flujo tangencial uni-
forme dada por

(∂t − aVy∂Vx
) f(V, t) = J [f(t), f(t)], (1)

donde J [f, f ] es el operador de Boltzmann
para colisiones inelásticas y V ≡ v − u(r)
es la llamada velocidad peculiar. Para re-
solver la ecuación (1) hemos hecho uso del
método de simulación directa de Monte Car-
lo (DSMC) [21]. En este problema se imple-
menta el flujo tangencial uniforme trabajando
directamente en el sistema de referencia no in-
ercial lagrangiano. Dado que la ecuación (1)
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es uniforme, es necesario guardar las veloci-
dades (peculiares) {Vi(t)} de las N partícu-
las y además no hay necesidad de dividir el
sistema en capas o de aplicar condiciones de
contorno.

La actualización de las velocidades
{Vi(t)} → {Vi(t + δt)} tiene lugar en
dos etapas. En la etapa de flujo libre so-
lamente la componente x de la velocidad
cambia como consecuencia de la acción de la
fuerza de inercia Fshear = −maVyx:

Vix(t + δt) = Vix(t) − Viy(t)aδt. (2)

En la etapa de colisiones, del total de parejas
de partículas posibles en el sistema se toman
aleatoriamente

N =
N

2
√

2

wδt

λ0
(3)

parejas candidatas a colisionar, donde w ∝
T (t) es una estimación superior de la veloci-

dad relativa máxima en todo el sistema y λ0

es el recorrido libre medio. La probabilidad de
aceptar la colisión en cada una de las N pare-
jas candidatas es proporcional a la velocidad
relativa de las dos partículas de la pareja. Si
se acepta la colisión, las velocidades de ambas
partículas se modifican de acuerdo con las re-
glas de colisión inelástica, las cuales están car-
acterizadas por un coeficiente de restitución
normal α. Los parámetros técnicos del prob-
lema son δt = 10−3τ0 T 0/T , donde τ0 es
un tiempo característico del orden del tiempo
medio entre colisiones inicial y T 0 es la tem-
peratura inicial, las cantidades hidrodinámi-
cas se actualizan cada 4 pasos de tiempo y se
guardan cada 160, y hemos tomado N = 104

partículas. Además, los resultados son prome-
diados sobre 100 realizaciones independientes
para mejorar la estadística.

Los valores del coeficiente de restitución
considerados han sido α = 0.5, 0.7 y 0.9.
Para cada valor de α, se han tomado cua-
tro valores diferentes del gradiente de veloci-
dad: a = 0.01/τ0, a = 0.1/τ0, a = 4/τ0 y
a = 10/τ0. Los dos valores primeros del gradi-
ente de velocidad (a = 0.01/τ0 y a = 0.1/τ0)
son lo suficientemente pequeños para corre-
sponder a casos de enfriamiento (es decir, en

los que la temperatura disminuye en el tiempo
por dominar el efecto de las colisiones), inclu-
so para el sistema menos inelástico (α = 0.9),
mientras que los otros dos valores (a = 4/τ0

y a = 10/τ0) son lo suficientemente grandes
para representar casos de calentamiento (es
decir, en los que la temperatura aumenta en
el tiempo por dominar el efecto de la vis-
cosidad), incluso para el sistema más inelás-
tico (α = 0.5). Para cada uno de los doce
pares (α, a), se han tomado cinco condiciones
iniciales diferentes, de modo que en total se
han simulado sesenta estados independientes.
La primera condición inicial (que denotaremos
por A) está representada por la función de dis-
tribución de velocidades correspondiente a la
aproximación de equilibrio local, es decir,

f
0(V) = n m/2πT

0 3/2
e
−mV 2/2T0

. (4)

Las otras cuatro condiciones iniciales presen-
tan la forma altamente anisotrópica

f
0(V) =

n

2

m

2πT 0

1/2

e
−mV 2

z
/2T0

× δ Vx − V
0 cos φ δ Vy + V

0 sin φ

+δ Vx + V
0 cos φ δ Vy − V

0 sin φ , (5)

donde V 0 ≡ 2T 0/m es la velocidad térmica
inicial, φ ∈ [0, π] es el ángulo que caracteri-
za cada condición particular y δ es la función
delta de Dirac. Los cuatro valores de φ consid-
erados son φ = kπ/4 con k = 0, 1, 2 y 3; de-
notaremos las respectivas condiciones iniciales
del tipo (5) como B0, B1, B2 y B3, respecti-
vamente.

3. Resultados

La resolución de la ecuación de Boltzmann
(1) empleando el método DSMC nos permite
seguir la evolución temporal de los momen-
tos de la velocidad, tales como la temperatura
granular T (t) y el tensor de presiones P(t), así
como la propia función de distribución de ve-
locidades f(V, t).

En las figuras 1 y 2 se representa la evolu-
ción de la temperatura T/T 0, la tensión tan-
gencial (reducida) −Pxy/nT y la diferencia de
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Figura 1: Evolución de T/T 0, −Pxy/nT y (Pxx −

Pyy)/nT para esferas duras inelásticas (IHS, líneas
continuas) y esferas duras elásticas sometidas a
una fuerza de arrastre (EHS, líneas segmentadas)
en los casos α = 0.9 con aτ0 = 0.1 y aτ0 = 4.
Las líneas de puntos representan las predicciones
obtenidas a partir de la solución de un modelo
tipo BGK. En el caso IHS las magnitudes se rep-
resentan en función del número acumulado de col-
isiones por partícula (s), mientras que en el caso
EHS se representan en función del número acumu-
lado de colisiones por partícula (s′) dividido por
β = (1+α)/2. Los datos se han obtenido tomando
como función de distribución de velocidades inicial
la dada por la aproximación de equilibrio local [6].

tensiones normales (reducidas) (Pxx−Pyy)/nT

para α = 0.9 y α = 0.5, respectivamente.
Además de los datos de simulación obtenidos
para el sistema de esferas duras inelásticas
(IHS), se han incluido los correspondientes a
un sistema equivalente de esferas duras elásti-
cas (EHS) [18], así como a un modelo cinético
tipo BGK. En el caso de α = 0.9 se obser-
va un excelente acuerdo entre los resultados
de simulación de ambos gases (IHS y EHS).
Además, los resultados teóricos obtenidos con
el modelo BGK describen con gran precisión
el comportamiento de los datos de simulación.

Sin embargo, en el caso α = 0.5 el sistema
EHS tiende a tener una temperatura mayor
que la del sistema IHS, siendo esta diferencia,
en el estado estacionario, aproximadamente de
un 12 %. Esto es debido en parte a que la ver-
dadera tasa de enfriamiento ζ del gas IHS es
mayor que el valor de equilibrio local ζ0 im-
puesto al gas EHS [18]. Esto explica también
por qué el modelo BGK, que también hace
uso de la aproximación ζ → ζ0, predice una
temperatura en buen acuerdo con los datos
de simulación del sistema EHS. Dado que la
temperatura del gas EHS es mayor que la del
gas IHS, el gradiente de velocidad normalizado
con la frecuencia de colisión (a∗ ∝ a/ T (t))
es menor para el sistema EHS que para el sis-
tema IHS. Como consecuencia, la distorsión
respecto a la distribución de equilibrio local
(que es medida por la tensión tangencial y, es-
pecialmente, por la diferencia de tensiones nor-
males) es menor en el gas EHS que en el IHS.
La comparación de las figuras 1 y 2 muestra
que la duración de la evolución hacia el estado
estacionario (en unidades del número acumu-
lado de colisiones por partícula) disminuye a
medida que la inelasticidad aumenta: s 
 40
para α = 0.9 frente a s 
 20 para α = 0.5.
Sin embargo, cuando el tiempo es medido en
unidades reales, hemos observado que depende
principalmente del gradiente de velocidad y no
de α, a saber t 
 9τ0 para aτ0 = 4 y t 
 160–
200τ0 para aτ0 = 0.1.

Consideremos ahora la evolución temporal
del gradiente de velocidad reducido con re-
specto a la frecuencia de colisión, es decir,
a∗(t) ∝ a/ T (t) (el cual decrece en los es-
tados de calentamiento y aumenta en los es-
tados de enfriamiento), de la viscosidad tan-
gencial reducida η∗(t) = −Pxy(t)/nT (t)a∗(t)
y de las funciones viscométricas reducidas
Ψ1(t) = [Pyy(t) − Pxx(t)] /nT (t)[a∗(t)]2 y
Ψ2(t) = [Pzz(t) − Pyy(t)] /nT (t)[a∗(t)]2. Una
representación paramétrica de η∗(t) frente
a a∗(t) es muy útil para comprobar el es-
tablecimiento de un régimen hidrodinámico
en el cual η∗(t) → η∗(a∗(t)), donde la fun-
ción η∗(a∗) debe ser independiente de las
condiciones iniciales. Lo mismo debe suced-
er para una representación parámetrica de las
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Figura 2: Ídem que en la figura 1, pero para α =

0.5.

funciones viscométricas Ψ1(t) y Ψ2(t) frente
a a∗(t). Esta representación paramétrica se
muestra en la figura 3 para el gas más in-
elástico (α = 0.5) y para los casos de calen-
tamiento (a = 4/τ0 y a = 10/τ0). Se han in-
cluido también las curvas correspondientes a
una solución analítica aproximada del mode-
lo cinético tipo BGK [19]. Está bastante claro
que, para cada magnitud, las diez curvas son
atraídas hacia una curva universal común la
cual, además, resulta estar excelentemente de-
scrita por nuestro modelo simplificado. El pan-
el inferior de la figura 3 muestra la evolución
temporal (medida por el número acumulado
de colisiones por partícula) de a∗(t). Podemos
observar que los estados con el efecto de ca-
lentamiento más alto (a = 10/τ0) alcanzan
el régimen hidrodinámico después de aproxi-
madamente 1 colisión por partícula solamente,
mientras que este periodo de envejecimiento es
algo más largo (aproximadamente 2 colisiones
por partícula) en los estados con a = 4/τ0.
Una vez que el estado se une a la curva hidrod-
inámica, se mueve a lo largo de ella hasta

Figura 3: Viscosidad tangencial reducida η∗(t),
funciones viscométricas −Ψ1(t) y Ψ2(t), y número
de colisiones por partícula frente al gradiente de
velocidad reducido a∗(t) para α = 0.5 en los dos
casos de calentamiento (a = 4/τ0 y a = 10/τ0).
En los tres primeros paneles, el círculo represen-
ta el punto correspondiente al estado estacionario
(a∗

s , η∗

s ), mientras que la línea sólida delgada cor-
responde a las funciones hidrodinámicas obtenidas
a partir de nuestro modelo reológico simplificado.
Nótese que en dicho modelo Ψ2(a∗) = 0.

que alcanza el estado estacionario, lo que típi-
camente ocurre después de 10 colisiones por
partícula desde el estado inicial. Esto signifi-
ca que aproximadamente el 80–90 % de la du-
ración (medida por el número de colisiones) de
la evolución hacia el estado estacionario corre-
sponde a la etapa hidrodinámica. También es
interesante comentar que, para un valor dado
de a, el calentamiento más lento tiene lugar
para la condición inicial B0, seguida por B3,
A y B1, mientras que el calentamiento más
rápido corresponde a B2. Esto implica que el
estado que comenzó en B0 es el que se une
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a la curva hidrodinámica para un valor más
grande de a∗ (a∗ 
 7 y a∗ 
 3 para a = 10/τ0

y a = 4/τ0, respectivamente), mientras que
el estado que comenzó en B2 lo hace para un
valor más pequeño (a∗ 
 3 y a∗ 
 1.5 para
a = 10/τ0 y a = 4/τ0, respectivamente).

4. Conclusiones

Hemos investigado si el escenario convencional
de evolución hacia una descripción hidrod-
inámica sigue siendo aplicable a gases gran-
ulares con un alto grado de disipación, incluso
si la descripción hidrodinámica es no newto-
niana. Utilizando el ejemplo del flujo tangen-
cial uniforme, hemos observado que, en con-
tra del escepticismo expresado por algunos au-
tores [6, 15], una descripción hidrodinámica
sigue siendo generalmente válida para los gases
granulares. De acuerdo con nuestros datos de
simulación, la evolución hacia el estado esta-
cionario tiene lugar en dos etapas. La primera
etapa (cinética) depende en gran medida de
la preparación inicial del sistema y tiene una
duración aproximada de unas pocas colisiones
por partícula. A esto le sigue una etapa hidrod-
inámica mucho más lenta que, a medida que
pasa el tiempo, se va haciendo cada vez más
independiente de las condiciones iniciales. Una
vez escalada convenientemente con la veloci-
dad térmica v0(t) = 2T (t)/m, la función
de distribución de velocidades en la etapa
hidrodinámica depende del tiempo exclusiva-
mente a través de la velocidad reducida C(t) =
V/v0(t) y del gradiente de velocidad reducido
a∗(t) ∝ a/ T (t). En particular, para un valor
dado de α, la viscosidad tangencial no lineal
(reducida) η∗(a∗) se mueve sobre una cierta
curva reológica, en la cual el valor correspon-
diente al estado estacionario η∗

s = η∗(a∗

s ) rep-
resenta un único punto. Este punto divide la
curva η∗(a∗) en dos ramas. La rama a∗ ≤ a∗

s

es accesible desde estados iniciales tales que el
enfriamiento disipativo domina sobre el calen-
tamiento viscoso, con lo cual, T (t) disminuye y
a∗(t) aumenta durante la evolución. Alterna-
tivamente, la rama a∗ ≥ a∗

s corresponde a es-
tados iniciales donde el calentamiento viscoso
prevalece, de modo que T (t) aumenta y a∗(t)

disminuye, hasta llegar al estado estacionario.
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