Segregaciéon en mezclas binarias de hiperesferas duras en dimension infinita
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Examinando un sistema en dimensién infinita, en este trabajo se muestra que es posible la exis-
tencia de segregacién liquido-liquido en mezclas binarias de esferas duras no aditivas cuando la no
aditividad es negativa.

I. INTRODUCCION

La segregacién liquido-liquido es una transicién de fase muy comun en mezclas fluidas que generalmente tiene su
origen en la asimetria de las interacciones entre los distintos componentes de la mezcla. En el caso de mezclas binarias
de esferas duras aditivas, el estudio tedrico de la posible existencia de dicha segregacion se realiza desde hace varios
anos sin que hasta la fecha se haya podido llegar a conclusiones definitivas. La importancia de que exista o no este
tipo de transicién en la mezcla de esferas duras se debe a dos factores. Por una parte, su existencia proporcionaria
un ejemplo nitido de una transicion de fase gobernada por la entropia, dado que el Unico elemento presente en este
caso seria la asimetria en los tamanos de las esferas de ambas especies. Por otra parte, las mezclas binarias de esferas
duras son un excelente candidato para modelar suspensiones coloidales y los resultados tedricos que se obtengan en
las primeras pueden por lo tanto tener repercusiones précticas en las segundas.

Debe senalarse que la cristalizacién de un fluido de esferas duras, que se observé por primera vez en una simulacién
[1] ¥ que en aquella época fue fuente de controversia, es un ejemplo claro y actualmente aceptado de una transicién de
fase gobernada por la entropia. Y sin embargo, hasta la fecha no se ha podido probar rigurosamente su existencia con
las herramientas de la mecanica estadistica. De hecho, la segregacién de mezclas binarias con interacciones de coraza
dura solamente se ha podido probar [2] para un modelo de red bidimensional simple con dos tipos de particulas.
Asi, dado que no se tiene ningin modelo tridimensional exactamente soluble que pudiera indicar los mecanismos
especificos que producen la segregaciéon en sistemas atérmicos como las mezclas con interacciones de coraza dura,
hay que recurrir a enfoques imaginativos. Uno de ellos consiste en examinar sistemas cuya geometria conduce a una
separacion de fases no trivial originada en volumen excluido, como es el caso de una mezcla de cubos duros paralelos
[3]. Alternativamente, se puede examinar el problema en dimensiones espaciales mayores que 3 [4].

Como se ha apuntado, y debido a su interés tanto tedérico como practico, el problema de segregacién en mezclas
binarias de esferas duras aditivas ha tenido amplia presencia en la literatura. El andlisis de la solucién de la ecuacion
de Percus—Yevick correspondiente a este sistema [5] mostré que no existia separacién de fases en dos fases fluidas. Por
otra parte, si uno considera la que quizés sea la ecuacién de estado mas usada para describir este tipo de mezclas,
es decir, la ecuacién de Boublik—Mansoori-Carnahan—Starling—Leland (BMCSL) [6], la conclusién es idéntica. Por lo
anterior, durante mucho tiempo se pensé que la ausencia de segregacion era una caracteristica fisica de las mezclas
hasta que Biben y Hansen [7] obtuvieron segregacién fluido-fluido en mezclas de esferas duras aditivas a partir de
la solucién de la ecuacién de Ornstein—Zernike con la cerradura de Rogers—Young. Asi, no es sorprendente que en
fechas recientes haya habido mucho trabajo para tratar de aclarar esta cuestién. Coussaert y Baus [8] propusieron una
ecuacion de estado del virial reescalada para la mezcla que predice una transicién fluido-flluido a altas presiones (y que
es metaestable respecto a una transicién fluido-sélido). En otro orden de ideas, Regnaut et al. [9] han investigado la
conexion entre propuestas empiricas para los valores de contacto de las funciones de distribucion radial y la existencia
de segregaciéon en mezclas de esferas duras aditivas. Adicionalmente, cuando la diferencia entre los tamanos de las
esferas de ambos componentes es muy notable, se ha sugerido que el mecanismo subyacente en la segregacién es el
del vaciamiento osmético (ver por ejemplo la Ref. 10 y la bibliografia que ahi se cita). Por dltimo, el problema de
segregacion ha sido abordado recientemente tomando como punto de partida la expansién del virial de la presiéon de
la mezcla [11], truncada y considerando términos hasta el sexto coeficiente del virial. Un resultado interesante de este
trabajo fue el mostrar que, incluso en la aproximacién del segundo coeficiente del virial, la mezcla puede presentar
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separacion en dos fases fluidas de diferente composicién con un punto critico consoluto inferior. Sin embargo, en este
mismo trabajo y en otro mds reciente [12], claramente se sefiala que el problema de la existencia de segregacién en
dos fases fluidas en una mezcla binaria de esferas duras aditivas estd todavia abierto, fundamentalmente porque todos
los resultados disponibles se han obtenido después de diversas aproximaciones.

En contraste con la situacién anterior y aunque tampoco se cuenta con una prueba rigurosa, se sabe que existe
segregacion en sistemas no aditivos de coraza dura con no aditividad positiva. Claramente, la no aditividad positiva
favorece la homocoordinacién y con ello la factibilidad de segregacion no resulta extrana. De hecho, el famoso modelo
de Widom—Rowlinson [13] constituye un sistema prototipo en el que se puede estudiar en detalle esa transicién de fase
y el interés en el mismo se manifiesta por su presencia ain en la literatura reciente [14]. Si de verdad hay segregacién
fluido-fluido en mezclas de esferas duras aditivas, donde el mecanismo promotor seria la asimetria en los tamanos,
parece razonable esperar que dado un cierto grado de asimetria (relativamente elevado) en tamanos entre las esferas
de las dos especies, hubiera también separacién de fases en el caso de mezclas de esferas duras no aditivas con no
aditividad negativa pequena. Esta posibilidad no parece haber sido considerada sino hasta hace muy poco tiempo
[15].

En este trabajo, que es una versién ligeramente modificada (incluyendo algunos comentarios y referencias adi-
cionales) y traducida al castellano de una comunicacién reciente en la que se abordd esta cuestién [16], se aporta
evidencia que apoya la validez de la expectativa anterior, para lo cual se trabajard en el limite de dimensionalidad
infinita (en lugar de hacerlo en el espacio tridimensional) ya que en dicho limite los resultados serdn exactos.

Aunque habia habido algunos trabajos previos al respecto [17, 18], el trabajo pionero de Frisch et al. [19], en el que
se mostré que se podia resolver analiticamente el modelo clasico del fluido de esferas duras en dimensién infinita, fue
el que desencadend el interés por estudiar sistemas de esferas duras en dimensionalidades mayores que tres que se ha
mantenido hasta la actualidad [4, 20-25]. El hecho de que fenémenos como la transicién fluido-sélido se presenten
para todas las dimensionalidades (excepto para d = 1) y el paralelismo entre dimensionalidad espacial elevada y
situaciones limite de alta densidad que parece haber en los fluidos (con el atractivo adicional de que los cdlculos
matemadticos se simplifican conforme uno aumenta el nimero de dimensiones) sugieren que se puede aprender acerca
del comportamiento termodindmico de sistemas tridimensionales examinando problemas similares en dimensiones mas
altas. De hecho, en un trabajo muy elegante, Carmesin et al. [23] han explotado este paralelismo para ilustrar la
separacion de fases en una mezcla no aditiva de esferas duras con no aditividad positiva en dimensionalidad espacial
infinita. Aqui consideraremos el caso més general en el que la no aditividad puede tomar también valores negativos.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la siguiente seccién definimos el sistema a estudiar e intro-
ducimos el escalamiento que permite la determinacién analfica del punto critico consoluto. La seccién III contiene los
resultados analiticos de nuestro desarrollo que ilustran los comportamientos esperados para este sistema. Finalmente,
el trabajo se cierra en la seccién IV con algunas conclusiones y comentarios finales.

II. LA MEZCLA BINARIA DE ESFERAS DURAS NO ADITIVAS EN DIMENSIONALIDAD INFINITA

Consideremos una mezcla binaria de esferas duras no aditivas de didmetros oy y o9 en d dimensiones. La coraza
dura de la interaccién entre una esfera de la especie 1 y una esfera de la especie 2 es 015 = %(01 +03)(1+ A), donde
el pardmetro A caracteriza el grado de no aditividad de las interacciones. Supéngase ademds (lo que serd exacto en
el limite d — oo [23]) que la ecuacién de estado de la mezcla estd dada por la aproximacién del segundo coeficiente
del virial, es decir

p=pkpT [1 + Ba(z1)p] , (1)
donde p es la presion, p la densidad numérica, kp es la constante de Boltzmann, T' es la temperatura absoluta y
By(x1) = 042971 (x%af + 2208 + 2x1x20‘112) (2)

es el segundo coeficiente del virial, siendo z; y #3 = 1 — x1 las fractiones molares y vy = (7/4)%/2/T'(1 + d/2) el
volumen de una esfera d-dimensional de didmetro uno. La energfa libre de Gibbs por particula es (en unidades de
kgT)

g=211n (z1pA{) + 22 In (22pA3) + 2Bs(z1)p, (3)

donde las A; (i = 1,2) son las longitudes de onda térmicas de de Broglie de ambos componentes. Dada una razén
de tamafios v = 03/01 < 1, un valor de A y una dimensionalidad d, el punto critico consoluto (z1., p.) se obtiene de

la solucién a
(29> = (39) =0 (4)
0z? » ox} » ’
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suponiendo desde luego que exista. Asi, de la Ec. (1) se puede obtener la densidad critica p.
Ahora se introducen las variables escaladas

p=2""Yvgd *pol/kpT, y=d 'Bap. (5)

Con ello, las Ecs. (1) y (3) se pueden reescribir como

P=y(y+d") /B, (6)
2 ~
g= Zmi In (x;A;) + In (Ady/Bg) + 2dy, (7)
i=1
siendo
By = By /24 Yugad, N = (Ai)o1)?,  Ag=d/29 g (8)

A continuacién se toma el limite d — oo y se supone que el cociente de volimenes ¥ = ¢ se mantiene fijo y que hay

una (ligera) no aditividad A = d=2A tal que el pardmetro escalado de no aditividad A también se mantiene fijo en
este limite [26]. Entonces es posible aproximar el segundo coeficiente del virial por
By =B + BMd ™' + 0(d7?), (9)
donde
BO) _ 212)" B /2 — 1 m#)? 1 2A
By = (21 + ®2¥ , By’ =mzy/°K, K= : (In¥)” 4+ 2A. (10)

Conviene enfatizar que, para poder hallar un punto critico consoluto en este sistema, es fundamental mantener el
término de orden d—! si A < 0. Se puede entonces invertir la ecuacién de estado (6) con el resultado

y=yO +yMdt +0(d?), (11)
siendo
vO = BB, y® =2 (1-y OBV /). (12)
Por otra parte, la energfa libre de Gibbs (7) se transforma en
g=90d+g" +0@™), (13)
donde

g0 =20 g® =3 "w;In(z;\) +In (Ady(o)/ééo)) + 2y, (14)

mientras que los potenciales quimicos pu; = g + 2 (8g/8x1)p y fe =g — X1 (89/8x1)p estdn dados por

pi = pd+ pl +0(d™), (15)

donde
i =252, Y = (Adx1A1 \/5/550)) ~1/\/BY + (aa/a1) 39) /B /B (16)

y 2 se obtiene a partir de p; haciendo los cambios z1 < x9, A1 — A2/7, ¥ — 1/7, p — p7, Bs — Eg/ﬁ
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III. RESULTADOS

Las coordenadas del punto critico se pueden hallar con facilidad a partir de la Ec. (4) y el resultado es

53/4 o 4_71/4)

$1CZW, Pec = W

(17)

Nétese que x. es independiente de A. La curva de coexistencia, que debe ser determinada numéricamente, se obtiene

de las condiciones /% (xAﬁ) NE )(:EB,;ﬁ) (1 = 1,2) donde 1 = x4 y 1 = xp son las fractiones molares de

las fases coexistentes. Una vez que se ha 1dent1ﬁcado al punto critico consoluto en el plano presién-concentracién,
es posible determinar la densidad critica. El Comportamlento dominante de Bg en el punto critico es B( )(iL’lc) =

v/ (1 =74 +’yl/2) , mientras que y'¥ = (1 —|—71/4) /2(1=7Y4+5Y2) K. Por lo tanto, la densidad critica se
obtiene al sustituir en la relacién de escala dada por la Ec. (5). Para nuestros propositos, es igualmente conveniente
considerar la fraccién de empaquetamiento definida por

1 = vapol (z1 + x27), (18)
y su version escalada
7=d 24, (19)
que en el punto critico toma una forma muy simple, a saber

~1/8 | ~—1/8)2
~ 7T Ay

La figura 1 muestra zi., p., v 7. como funciones de ¥ y en los dos tltimos casos para A=-01 (no aditividad
negativa), A = 0 (mezcla aditiva) y A = 0.1 (no aditividad positiva). Estos resultados claramente indican que la
segregacion fluido-fluido es posible no solamente para mezclas aditivas o no aditivas con no aditividad positiva, sino
también para no aditividades negativas. El tnico requisito es que K > 0, i.e. A > fé (In 5)2 0, equivalentemente,

A > f% (ln'y)z. La~curva que representa la situacién umbral A= f% (lnﬁ)2 se ha graficado en la Fig. 2, donde
también se muestra A, obtenida de la Ec. (20), es decir,

~1/8 | ~—1/8)2

~  (FVB+FVHT 1,

A=~ J _~q 21
57 8(117), (21)

como funcién de 7 para tres valores distintos de la fraccién de empaquetamiento critica: 1. = 1, 7. = 1.5, y 7. = 2.
Estos valores de 7. intentan ser ilustrativos y se han tomado teniendo en cuenta las consideraciones que se indican a
continuacion.

Cabe preguntarse si la segregaciéon que hemos obtenido para no aditividad negativa tendra lugar para fracciones de
empaquetamiento correspondientes al régimen fluido estable y en el cual la ecuacion de estado esté bien representada
por la aproximacién del segundo coeficiente del virial. Ciertamente la via mas natural para examinar esta cuestién
serfa una comparacién con el valor de empaquetamiento méaximo 7.,. Desgraciadamente el valor de 7)., no se conoce
para mezclas y por ello esta via no es factible. Sin embargo, algo se puede decir examinando el caso de un fluido
monocomponente en dimensién infinita, con el que guarda cierto paralelismo. Para el sistema monocomponente
existen cotas superiores para 7, [24]. Adicionalmente, otra estimacién (inferior) se puede obtener si se considera que
las contribuciones del segundo y tercer coeficientes del virial tienen un orden de magnitud similar. Aunque es cierto
que esta evidencia no permite conclusiones firmes, se puede mostrar que todas estas estimaciones para 7., divergen
si d — oo, sugiriendo que efectivamente la separacion de fases fluido-fluido puede ocurrir aun para no aditividad
negativa [27]. Siempre que la fraccién de empaquetamiento (escalada) correspondiente a la transicién fluido-sélido 7y
sea diferente de cero y finita, la segregacién puede ser estable y no desaparecer a causa de una transicién fluido-sélido.
Tampoco se conoce el valor de 7y pero se puede usar el caso monocomponente otra vez. Para este sistema, Colot y
Baus [21] han hecho la conjetura de que (175 /7ep)"/¢ se vuelve independiente de d para d grande. Ademas, del analisis
de los resultados en d = 3,4, 5 [18, 22] y d = 7 [25] se encuentra que 77y ~ 1.3. Como en las densidades de congelacién
y de fusidn las energias libres de Helmholtz del fluido y el sélido deben ser del mismo orden de magnitud, al considerar
que la del primero estd dada por la aproximacion del segundo coeficiente del virial y la del segundo por la teoria del
volumen libre, de la estimacién (n; /ncp)l/ 4 ~ (.8, obtenemos una estimacién gruesa 7j; ~ 2.3. Independientemente
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FIG. 1: Grafica de z1. (insercién, panel superior), g. (panel superior) y 8. (panel inferior) como funciones de €. La presién

critica y la fraccién de empaquetamiento (escaladas) se muestran para tres valores diferentes del pardmetro de no aditividad

(escalado): & = —0.1 (lineas continuas), & = 0 (lineas con puntos y rayas) y & = 0.1 (lineas punteadas). Nétese la dependencia
no monétona de g, y 8. en € (para la tltima ver la insercién en el panel inferior).

de los valores numéricos, el punto a destacar es que los resultados anteriores parecen confirmar que 7y es finita y

diferente de cero. Por lo tanto, aun si el intervalo de valores negativos de A para los que la segregacién fluido-fluido
es estable es limitado y restringido a mezclas muy asimétricas como se indica en la fig. 2, lo importante es que la
transicion si puede tener lugar.
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FIG. 2: Gréafica de & vs & para valores distintos de la fraccién de empaquetamiento critica: 8. = 2 (linea continua delgada),
8. = 1.5 (linea con puntos y rayas), y 8. = 1 (linea punteada). La linea continua inferior corresponde a la condicién umbral
A = —é (In $)2. Una transicién de segregacién con las propiedades escaladas del texto solamente es posible para mezclas con
no aditividades y razones de tamafios representadas por puntos por encima de esta linea continua gruesa. Por otra parte, una
transicién con una fraccién de empaquetamiento (escalada) menor que un valor dado de g. solamente es posible para puntos
por encima de la curva correspondiente. La curva umbral va hacia menos infinito cuando € — 0 pero las otras curvas tienen un
minimo que depende de la seleccién de 8. (ver insercién). Esto significa que para mezclas extremadamente asimétricas (§ — 0)
para un valor dado (finito) de 8. la segregacién serd posible solamente si la no aditividad es positiva y suficientemente grande.

IV. COMENTARIOS FINALES

Debe quedar claro que aunque el limite de dimensionalidad infinita nos ha permitido resolver matemaéaticamente
el problema de una manera simple y precisa, la posibilidad de que haya segregacién con no aditividad negativa
no es un producto artificial de ese limite. Como ya se senalé antes, en tres dimensiones se sabe que en mezclas
binarias de esferas duras no aditivas con no aditividad positiva si ocurre la segregacién y, como han apuntado varios
autores, es posible que para mezclas aditivas también sea el caso, al menos en la regién metaestable. Aunque es
verdad que en tres dimensiones la ecuacién de estado de la mezcla es mucho més complicada que la Ec. (1) y que
probablemente la separacién de fases que hemos reportado aqui para no aditividad negativa sea metaestable respecto
a la transicién fluido-sélido, los dos efectos que compiten en nuestro caso, a saber, vaciamiento osmético debido a la
asimetria en tamano y heterocoordinacién debida a la no aditividad negativa, también deben estar presentes en tres
dimensiones. De hecho, cabe apuntar que Roth et al. [15], con la aproximacién de un fluido monocomponente efectivo
con interacciones por pares para describir una mezcla binaria de esferas duras no aditivas y usando una regla empirica
basada en el segundo coeficiente del virial efectivo, han sugerido que para no aditividad negativa pequena y gran
disparidad de tamanos, es posible que exista segregacién. Evidentemente nuestros resultados exactos dan sustento
a esta sugerencia y confirman que el limite d — oo permite obtener una caricatura o modelo de juguete que ilustra
comportamientos presentes en sistemas reales.
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