Relacién 2 de problemas adicionales.
Ejercicio 1
Considérese el siguiente potencidi(r) = g(gj . Calcular el segundo coeficiente del virial y edgencial
r

guimico en dimensiones 1y 2. ¢ Para qué valores @sta bien definido el problema en cada una deest
dos dimensiones?

*Segundo coeficiente del Virial

Tenemos que calcular el segundo coeficiente diall yirel potencial quimico para 1y 2 dimensiongisqae
vamos a empezar viendo la expresion general dehgegcoeficiente del virial para d dimensionesegglu
particularizamos para 1 y 2 dimensiones.

El segundo coeficiente del Virial para d dimensgotiene la siguiente expresion:

d — 1 d
B§>(T)_—§jd rf (r)

Particularizando para 1 dimension:

y o 17
BY(T) ——EJ;drf (r)

Luego:
BY(T)=~[drf(r)
0

Y para 2 dimensiones:
100
@y =—=[(g2
BA(T) = Zld rf (r)
Realizando el cambio polar dEr = 772rdr obtenemos:
B = —ﬂjdl‘l’f (r)
0
Donde f(r) es lduncién de Mayey cuya expresion es la siguiente:
f(r)y=e”" -1

Y @(r) es el potencial expresado en el enunciado delgreb
Sustituyendo lo anterior en las expresiones delrs#m coeficiente del virial obtenemos:

Para 1 dimension:

BO(T) = —Tdrf (r)= —Tdr(e““"(” -1

Para resolver esta integral realizamos una integramor partes, haciendo:
u=e®" -1
du=-4d'(r)e " dr
dv=dr
vV=r



Entonces la expresién del coeficiente del viriaddpu

BO(T)= —{(e‘ﬁ“’(” —1)r‘: - T rﬁqb'(r)e‘m")dr}

Veamos el primer término de la ecuacion:
« Parar> 0 este término tiende a 0 por lo que no hay mirmdblema para este caso.

» Para r> « este término tiendeqa por lo que para este caso tenemos un problemeaytegimos
aplicando L Hbépital de manera que:

(e 1) = -po(r)
Y entonces el primer término (al cual llamaremosiB)a ecuacién del 2° coeficiente del virial sera:

D=-p0(rr| = —Be(%Jsr

ComoD =r's:
» El primer término diverge para valores de &.
» El primer término convergera para valores de s > 1.

Luego la expresion el 2° coeficiente del virialgpardimension es:

BO(T)= ﬁ rﬁqa'(r)e'm’(”dr}

Ahora calculamos el valor d@'(r):

S
o .
Comod(r) = a(—j el valor de su derivada con respecto a r es:
r
S
o\'s

D'(r) = —£o°sr " = —5(—) =
r)r

Sustituimos en la expresion anterior:

S
. . o

Hacemos el cambio de variakle ﬁg(—j
]

1

" _°° s 1 —[éﬂ) o 19 1 L
B! (T)—'[tsa(ﬂg) U dt—a(ﬁg)sjt se”'dt
0 0

Entonces la expresion del 2° coeficiente del vpa@h 1 dimension es:

BO(T)= a(ﬂs)é I‘(l— 3

Para 2 dimensiones:

B = —ﬂTdrrf (r)= —ﬂTdrr(e’/""") —l)
0 0



Para resolver esta integral realizamos una int&grgor partes, haciendo:

u=e”n -1
du=-80'(r)e”"dr
dv=drr

r.2
v=—
2

Aplicamos esto a la expresion del segundo coefieidal virial y obtenemos:
r T
BP(T) =-7 E(e-w —q - [ B e dr
0 0

Centrémonos en el primer término:
Cuando - 0 el primer término va a ser cero.
Para este caso no hay ningun problema pero ahgpmgueaver para £ « ya que para este valor el primer

término tiende & por lo tanto aplicamos L "Hbpital pare to:
Por lo tanto obtenemos:

™0 ~1 . ~f(r)

Luego el primer término (al cuél llamaremos P)atedficiente del virial es:

(- L Al
P=C m(r»{rm-z( ﬂE(rU

Vemos comoP = r?"° entonces este parametro:

» Diverge cuando s 2
» Converge cuando s > 2, y en este caso el térmio0P

Con todo esto vemos que la ecuacion que repreaePflaoeficiente del virial para 2 dimensiones es:
BA(T) =1 | — AP (e Vdr
0

Ahora calculamos el valor d@'(r : )

S
g .
Como ®(r) = 5(—) el valor de su derivada con respecto a r es:
r

S
. . o
P'(r) =-go°sr ™ = —e(—j =
r

Sustituimos este valor en la expresion del segeoéficiente del virial y tenemos:

B (T) = -7 T r_zzﬁf(%jsg'e_&[f] dr
0

r



Ahora realizamos el cambio de variable:

Entonces:

. %o
B (T) = = j((ﬁg) J) t se’'dt

0

Realizando la integral obtenemos el siguiente tadalpara el 2° coeficiente del virial para 2 disienes:

2 s

B{?(T) =77 —((ﬁg)%ajz r[1— 2)

*Potencial quimico

Sabemos que para@lectivo candniceodas las propiedades termodindmicas del sisterohtgenen a
partir de su funcion de particion. En este caspptdncial quimico viene dado por la expresion:

=16IogZ
B ON |z,

Si solo consideramos colisién binaria, entonces:

Para 2 dimensiones

La expresion de la funcion de particion Z vieneadpdr la siguiente expresion:

=7

ideal

ZU

Donde la funcién de particion configuracional Zara un gas suficientemente diluido y colisionistadas
binariastoma la forma:

ij

z, = jdzrl...der[u 31, +0(f 2)} = $" 457y i £, =5t + 5 U [,

i<j i<j

Calculamos la integral
[d?rd?, (7, - )

Hacemos un cambio de coordenadas en la integratlimtiendo coordenadas relativas y centros de masa:

=l
1
S
|
N_1‘I’

pull
I
|
o

Y como su jacobiano es 1:

| = jdszer (r) = sjdzrf (r) = 2nSTdrrf (r)



Entonces:

— N-2 L 2 ©
z, =" +%2zﬁjdrrf (r) = SN{1+N€njdrrf (r)}
0 0

Luego:

Z=Z 1+N—27TTdI‘I’f =z 1_N_ZB(2)(T)
ideal S ) ideal S 2

Donde:

* f(r) es la relacion de Mayer y cuyo expresion é¢r) = e®) -1,

*N(N-1) -~ N> yaque N>>1

* @(r) es el potencial.

* B{?(T) es el segundo coeficiente del virial para 2 dimares calculado en la primera parte del problema.
* Z es la funcién de particion.

Hacemos el log Z para poder calcular el potencigheco:

2 00
logZ =logZ,, + Iog{1+ nN?Jdrrf (r)}
0
2 00

El Iog{1+N€ﬂjdrrf (r)} se calcula despreciando las funciones f(r) elevadan numero superior o igual a
0

2, esto implica que solo nos quedamos con las piaerd, es decir, sélo nos quedamos con f(r) ylgor
tanto la expresion que se obtiene con esta coasideres:

_ N* 7
logZ =logZ,, + ngjédrrf (r)

Como esta expresion del log Z realizamos la deav@adcial con respecto a N y obtenemos que:
= +2Ny 7RO
lu = :uideal S B Bz (T)

Para 1 dimensién

Z, = [dy,.dr, {1+2 f, +O(f2)} =L+ LMY [drdr f =L + L“‘ZWJ‘drldrz f,,

i<j i<j

Hacemos un cambio de coordenadas en la integratimtiendo coordenadas relativas y centros de masa:

|

r=

=

T

N

2

[l
N

pull

Luego la integral tomaré la forma:
| :dedrf(r) = LJ'drf(r)

Asi pues:



NZLN2 @ N2 %
Z =N+ L|drf(r)=L"{ 1+ |drf(r
v 2 { ") { 2'—! ( )}
Luego:
N? %
Z :Zidea||:1+z'!..drf (r)}
Ya que:
L= Ligealy
_ 2
NN-D) DN_ ( debido a que N>>1)

2 2

A nosotros lo que nos interesa efoglZ para poder calcular el potencial quimico:

N? %
logZ =logZ, + Iog[1+ ZJ;drf (r)}

2 ®
Desarrollamos estbg{ﬂ%jdrf (r)} suponiendo despreciable las potencias de orderisup igual a 2
0
de las funciones f(r), esto implica que solo nosdgumos con el valor de la funcién f(r).
Asi obtenemos:

ideal

N2 ¢
logZ =logZ, ., +— | drf (r
9Z =log 2L£ ()

_10logZz
H= 37 aN

B.x

Sustituyendo valores obtenemos:

2Nk, T

BT

NK.T 7
H = Higeal _%J.drf (r) = Higeal +
0

2Nk, T
L

/1 = iuideal + Bz(l) (T)

*¢ Para qué valores de s esta definido el problerasagas dos dimensiones?

Para 1 dimensién

BO(T)= a([fg)é F(l— lj

S

Se puede ver que para:
» Valores de 5 1 la gamma no esta bien definida y por lo tamaptaco esta bien definido el 2°
coeficiente del virial.
» Valores de s > 1 la gamma esta definida y porritotal 2° coeficiente del virial esta bien definido



Para 2 dimensiones

B(T) =1z ((,35)2% U)Z F(l— 2}

Se puede ver que para:
» Valores de s 2 la gamma no estéa bien definida y por lo tamaptaco lo esta el 2° coeficiente del
virial.
» Valores de s > 2 la gamma si esta bien definidpuimplica que el 2° coeficiente del virial tantbié
esta bien definido.

Expresando los dos resultados anteriores (dimeesibry 2) de forma general se tiene que:

» Sid=s= I'(0) =, por lo tanto el problema no esta bien definido= dimensian).

> Sid>s= |imrr—2 - o = El término (— ,Bzasj:_z diverge= El problema no esta bien definido
oo
> Sid<s= |imrr—dS - 0 = El término (— 'BSTUSJ:—Z converge. Ademas, la funcion Gamma esta
bien definidrz;.wPor lo tante] problema esta bien definido
Por lo tanto el problema para una dimensién d @&t@n definido cuando s > d.
El potencial quimico cuando el 2° coeficiente del virial no esta definitanto para 1 como para 2

dimensiones), €l si lo estara y obtendra un vaéonga. Sin embargo, cuando el 2° coeficiente del virial
esté bien definido dependera tanto de su valot @eao del valor del coeficiente.



