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PROBLEMAS

1 Con la notaci�on habitual:  = �

1

+�

2

+::: y E = E

0

+�

1

+�

2

+:::, demostrar

que

�

4

= h�

1

; (V � �

1

)�

2

i � �

2

jj�

1

jj

2

;

�

5

= h�

2

; (V � �

1

)�

2

i � 2�

2

Reh�

1

; �

2

i � �

3

jj�

1

jj

2

:

2 Sea V = V

0

� ��(x), � > 0, donde V

0

= 1� �(jxj � a). Calcular el efecto

de la perturbaci�on ���(x), hasta segundo orden inclusive, sobre los niveles no

perturbados. Comparar con los niveles exactos.

3 Para el estado fundamental �

2

� 0. Dar un ejemplo expl��cito donde �

3

� 0

y �

4

� 0.

4 Calcular la contribuci�on dominante �

1

sobre los diferentes niveles del �atomo

de hidr�ogeno producida por el efecto relativista de la variaci�on de la masa del

electr�on con la velocidad.

5 > Qu�e correcci�on �

1

al nivel fundamental del �atomo de hidr�ogeno produce

suponer el prot�on como una bola de radio 1 Fermi y densidad uniforme?

6 A un oscilador en una dimensi�on de carga e se le aplica un campo el�ectrico

constante E dirigido seg�un el eje +Ox. Calcular sus nuevos niveles hasta se-

gundo orden en teor��a de perturbaciones.

7 Consid�erse el efecto Stark sobre el �atomo de hidr�ogeno no excitado bajo

E = (0; 0; E). Probar que �

2n+1

= 0;8n. Calcular �

2

y �

4

, hallando previamente

las correcciones �

1

y �

2

a la funci�on de onda.

8 Se puede obtener para el oscilador arm�onico cu�artico el comportamiento de

las correcciones para el estado fundamental:

�

k

= (�1)

k+1

p

6 3

k

�(k + 1=2)

�

3=2

1. Estudiar la convergencia de la serie.

2. > Cu�al ser�a el radio de convergencia de la serie transformada Borel?

9 Consideremos dos osciladores arm�onicos de igual masa m y frecuencia ! y

perturbados con un t�ermino cu�artico: V = �x

1

x

3

2

:

H =

1

2m

(p

2

x

+ p

2

y

) +

1

2

m!

2

(x

2

+ y

2

) + �x

1

x

3

2

:

1. Calcular las correcciones hasta el segundo orden para la energ��a del estado

fundamental.
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2. Lo mismo para el primer estado excitado.

3. Calcular la diferencia entre el estado fundamental y el primer excitado.

> Podr��a producirse cruce de niveles?

10 Un oscilador arm�onico is�otropo bidimensional con Hamiltoniano

H

0

=

1

2m

(p

2

x

+ p

2

y

) +

1

2

m!

2

(x

2

+ y

2

)

es perturbado por

V = �(xL

z

+ L

z

x)

donde L

z

= xp

y

� yp

x

es el operador momento angular.

1. Calcular las correcciones a la energ��a del estado fundamental a primer y

segundo orden en teor��a de perturbaciones.

2. Calcular las correcciones de primer orden al estado fundamental.

3. Calcular las correcciones de primer y segundo orden a la energ��a del primer

nivel excitado.

11 Estimar el desdoblamiento del nivel triplete hiper�no del hidr�ogeno al

sumergirlo en un campo magn�etico uniforme, en los siguientes casos:

1. B = 10

�5

G (espacio interestelar).

2. B = 0:5 G (super�cie trerrestre).

3. B = 100 kG (campos magn�eticos muy intensos en laboratorios).

12 Un �atomo de hidr�ogeno se sumerge en un campo el�ectrico tal que su energ��a

potencial, adem�as de la coulombiana, es

V (r) = �z

2

+ �(x

2

+ y

2

); 0 < � < ��� 1:

en unidades at�omicas.

1. Calcular el efecto de V , en primer orden, sobre los niveles n = 1; 2 del

�atomo de hidr�ogeno.

2. > Qu�e ocurre al a~nadir un campo magnetost�atico uniforme B, en los casos

B = (0; 0; B) y B = (B; 0; 0)? (Prescindir del spin).

13 En el efecto Stark para el �atomo de hidr�ogeno con E = (0; 0; E) probar

que en primer orden en teor��a de perturbaciones

1. La energ��a del estado jnlmi no cambia si l = m = n� 1.

2. Estados que solo di�eren en el signo de su n�umero cu�antico m tienen igual

energ��a.

3. La posici�on media de los niveles en que se rompe el nivel no perturbado

no ha sufrido variaci�on.
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14 Estimar variacionalmente la energ��a del estado fundamental de una part��cula

en un pozo de in�nito de potencial centrado en el origen y de anchura 2a, con

funciones prueba de la forma

1.  

�

/ (a

2

� x

2

) +

�

a

2

(a

2

� x

2

)

2

,

2.  

�

/ (�

2

� x

2

)�(� � jxj); 0 < � < a.

Comparar con el valor exacto.

15 SeaH = H

0

+V con nivel fundamental no degenerado E = E

0

+�

1

+�

2

+:::

(serie perturbativa). Probar

1. E � E

0

+ �

1

,

2. E � E

0

+ �

1

+ (�

2

+ �

3

)=(1 + jj�

2

1

jj), siendo �

1

la primera correcci�on a la

funci�on de onda.

16 Sobre una part��cula que se mueve en R act�ua una fuerza F, de m�odulo

constante, dirigida siempre hacia el origen. Estimar variacionalmente sus nive-

les fundamentales y primer excitado con funciones prueba del tipo gaussiana�

polinomio. Comparar con los valores exactos E

0

= 1:018793, E

1

= 2:338107.

(2M = �h = jF j = 1).

17 Estimar con t�ecnicas variacionales la energ��a del estado fundamental del

�atomo de hidr�ogeno con las siguientes familias de funciones

1. Gaussianas

2. �

�

/ (�� r)�(� � r); � > 0.

18 Probar que si  2 linf 

1

; :::;  

n

g, hHi

 

admite como valores estacionarios

E

1

; :::; E

n

a las raices del polinomio det(H

ij

� �S

ij

) = 0, con H

ij

� ( 

i

; H 

j

),

S

ij

� ( 

i

;  

j

).

19 Una part��cula de masa m se encuentra en el pozo de potencial unidi-

mensional V (x) = �(jxj � 1) �1. Utilizando la familia de funciones prueba

D = linf 

1

;  

2

g, con  

1

(x) = 1� x

2

y  

2

(x) = 1� x

4

, se pide:

1. Estimar variacionalmente las energ��as para los niveles que sea posible.

>Cu�ales son esos niveles?

2. Determinar la funci�on de onda variacional para el nivel de mas baja energ��a

hallado en el apartado 1).

20 Consid�erese un modelo at�omico unidimensional con dos electrones tal que

H = �

1

2

�

@

2

x

1

+ @

2

x

2

�

� Z (�(x

1

) + �(x

2

)) + �(x

1

� x

2

); Z > 0:

Probar que si Z � 1 existen estados ligados.
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21 Utilizando funciones prueba que sean combinaciones lineales de  

0

y  

1

(autofunciones del oscilador arm�onico), calc�ulese una cota superior a la energ��a

del estado fundamental del hamiltoniano

H = �

d

2

dx

2

+ x

2

+ �x

4

;

con � = 0:2. Mediante la desigualdad de Temple con  

0

, obt�engase una cota

inferior a dicha energ��a.

22 Consid�erese el hamiltoniano

H = ��� �

e

�r

r

; � > 0

y sea E(�) su nivel fundamental. Obt�engase cotas superior e inferior a E(�)

tanto por el m�etodo de la proyecci�on como mediante la desigualdad de Temple,

utilizando funciones prueba el estado fundamental del hamiltonianoH

0

= ���

�=r.

23 Probar que los niveles E

n

calculados en la aproximaci�on WBK para un

potencial atractivo V (x) = gjxj

�

, � > 0, satisfacen

E

n

= c

�

�

n+

1

2

�

2�=(�+2)

:

Demostrar que la acotaci�on E

n;WBK

� (a + bn)

2

es v�alida para todo potencial

V (x) mon�otono creciente con jxj. > Hay alguna raz�on elemental para �esto?

24 Cualquier pozo unidimensional cuadrado tiene alg�un estado ligado. Probar

que �esto deja de ser cierto en la aproximaci�on WBK, y determinar la relaci�on

que debe de existir entre la anchura a y la profundidad jV

0

j del pozo para que

�este carezca de niveles ligados en esta aproximaci�on.

25 Estimar con el m�etodo WBK los cuatro primeros niveles del potencial

V (x) = gx

4

, g > 0. Comparar con los valores exactos (1:060; 3:800; 7:456 y

11:645 en unidades 2m = �h = g = 1). Calcular la funci�on de onda normalizada

para n� 1.

26 Calcular el coe�ciente T

0

WBK

= 1=(1+e

2K

) de transmisi�on para electrones

a trav�es de una super�cie met�alica, en presencia de un campo electrico extractor

E . Hallar su valor en el caso jEj = 1GV=m; jEj = 1eV.

27 Probar que si V (r) � 0 y V (r) ' gr

��

, r ! 1 con g < 0, 0 < � < 2,

entonces el numero de niveles ligados es in�nito, para cada onda parcial L, en

la aproximaci�on WBK.
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28 El m�etodo WBK sugiere que el n�umero de niveles N(E;L), en onda L,

y de energ��a � E, bajo un potencial central y atractivo V (r), es estimable a

trav�es de la expresi�on (en unidades 2m = �h = 1)

N(E;L) '

1

2

+

1

�

Z

V (r)�E

dr

q

E � V (r):

Discutir su �abilidad para el potencial de Coulomb y para el oscilador arm�onico

is�otropo.

29 Una part��cula de masa m se mueve en un potencial unidimensional de la

forma

V (x) =

�

1 si x < 0

V

0

x si x � 0

Utilizar la aproximaci�on WKB para i) deducir los niveles de energ��a justi�cando

la f�ormula empleada, ii) estimar el valor medio de x=a

n

, en el nivel de energ��a

E

n

, siendo a

n

la abscisa del punto de retroceso cl�asico de dicho nivel.

30 Un oscilador arm�onico unidimensional, de masam y carga e, se halla en un

campo el�ectrico homogeneo, no est�atico, de expresi�on E(t) = E

0

exp

�

�(t=�)

2

�

.

Calcular P

Born

((j0i;�1)! (jni;�1)).

31 Un neutr�on a velocidad v choca con el prot�on del �atomo de hidr�ogeno,

dot�andole de una velocidad �nal v

p

. Calcular la probabilidad P de que tras el

impacto siga el �atomo en su estado fundamental, suponiendo que v � 1 (en

unidades at�omicas).

32 Analizar, usando hasta cuarto orden en teor��a de perturbaciones, el movimiento

de un spin 1/2 en un campo magn�etico giratorio. Tomar H

0

=

1

2

!

0

�

z

, V (t) =

1

2

!

1

[�

x

cos!t+ �

y

sin!t]. Calcular de este modo P ("; 0!#; t).

33 Dado el Hamiltoniano H = H

1

+H

2

+ V

12

con

H

1

= �

1

2m

@

2

x

1

+

1

2

mx

2

1

H

2

= �

1

2M

@

2

x

2

+

1

2

Mx

2

2

V

12

=

1

2

(M +m)(x

1

� x

2

)

2

que representa dos osciladores arm�onicos acoplados arm�onicamente entre si,

calc�ulese por el m�etodo de Born-Oppenheimer la energ��a del estado fundamental

del sistema y comp�arese con las soluci�on exacta (�h = ! = 1).

34 Comparar las intensidades de emision de las dos primeras l��neas de la serie

de Lyman en hidr�ogeno at�omico.
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35 Una part��cula de masa m y carga e se halla sometida a un potencial

arm�onico tridimensional

V (r) =

1

2

m!

2

r

2

:

Para t < 0 el sistema se encuentra en su estado fundamental, y para t � 0 se

aplica un campo el�ectrico oscilante, en la direcci�on del eje z, dado por

E = 2E

0

cos(
t):

� Suponiendo que j! � 
j � !, en la aproximaci�on de Born resonante,

la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado excitado al

cabo de un tiempo t. >En qu�e intervalo temporal es v�alido el resultado

obtenido?

� Considerando la teor��a de perturbaciones hasta segundo orden, determinar

para qu�e estados excitados existe una probabilidad de transici�on desde el

fundamental no nula.

� Calcular en la aproximaci�on de Born (no necesariamente resonante) y

despreciando t�erminos cuadr�aticos en la intensidad del campo ele�ectrico

perturbado, como var��a el valor esperado de la posici�on bajo el efecto de

dicho campo.

36 La din�amica de una part��cula de spin 1/2 est�a gobernada por el Hamil-

toniano dependiente del tiempo H(t) = AS

z

+ B(t)S

x

donde S = �h�=2 es el

operador de spin, A es una constante y B(t) es la siguiente funci�on del tiempo

B(t) =

8

<

:

0 si t < 0

b(t� �)=� si 0 � t � �

0 si t > �

� Calcular la probabilidad de transici�on del estado inicial jii � jS

z

= �h=2i

para t < 0 al estado �nal jfi � jS

z

= ��h=2i para t > � en la aproximaci�on

de Born. > Qu�e condiciones deben de satisfacer las constantes A, b y �

para que sea �able la aproximaci�on de Born?

� Tomando H

0

= AS

z

como Hamiltoniano libre y V (t) = B(t)S

x

como

Hamiltoniano de interacci�on, la ecuaci�on de evoluci�on para el estado de

spin, en la imagen de interacci�on, es de la forma

i�h@

t

	

I

(t) =

�

F

11

(t) F

12

(t)

F

21

(t) F

22

(t)

�

	

I

(t)

Determinar las cuatro funciones F

ij

(t).
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37 Un electr�on ligado a un �atomo interacciona con una onda electromagn�etica

polarizada linealmente en la direcci�on u

z

y que se propaga en la direcci�on u

y

.

Si la onda es estrictamente monocrom�atica , el potencial vector en el gauge de

radiaci�on, y eligiendo convenientemente el origen de tiempos, puede escribirse

en la forma

A = �ijA

0

j

�

e

i(ky�!t)

� e

�i(ky�wt)

�

u

z

:

Como Hamiltoniano independiente del tiempo que describe el electr�on ligado al

�atomo tomamos un Hamiltoniano de la forma

H

0

=

p

2

2m

+ V (r):

Adem�as para una onda no muy intensa, puede tomarse como Hamiltoniano de

interacci�on del electr�on at�omico con la onda electromagn�etica

V (t) = �

e

mc

A � p�

e

mc

S �B;

donde S es el operador de spin del electr�on y B = r�A el campo magn�etico

de la onda electromagn�etica.

Sean jii y jfi los estados inicial y �nal del electr�on antes y despu�es de una

transici�on estimulada por la onda. Suponiendo que a

0

=� � 1, siendo � la

longitud de onda de la onda electromagn�etica y a

0

el radio de Bohr, se pide:

1. Calcular el t�ermino dominante para la amplitud de transici�on hf jV (t)jii

en funci�on del elemento de matriz del momento dipolar el�ectrico hf jezjii

y justi�car por qu�e dicho t�ermino es el dominante.

2. Calcular las contribuciones cuadrupolar el�ectrica y dipolar magn�etica a

hf jV (t)jii en funci�on de los elementos de matriz hf jyzjii y hf jL

x

+2S

x

jii

respectivamente.

3. Tomando los elementos de matriz para operadores de posici�on del electr�on

at�omico de orden a

0

, y los elementos de matriz para operadores de mo-

mento angular de orden �h, estimar las intensidades relativas de las tran-

siciones E1, E2 y M1 estimuladas por una onda electromagn�etica con una

distribuci�on de frecuencias estrecha, centrada en torno a �

0

= 5 �10

�5

cm.

38 Calc�ulese en la aproximaci�on de Born d�=d
 y � para el potencial V (r) =

V

0

exp(��r). Disc�utase la validez de la aproximaci�on.

39 Calc�ulese en la aproximaci�on de Born d�=d
 y � para el potencial V (r) =

V

0

�(R� r), R > 0. Discutir la validez de la aproximaci�on.

40 Un haz de part��culas de spin s = 1=2, masa m y momento p = �hku

z

es

dispersado por un potencial de la forma

V (r) = A

�

e

��r

r

�

S � r;
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donde A es una constante y S � �h�=2 es el operador de spin. Se pide calcular

en la aproximaci�on de Born, en funci�on de k y el �angulo de dispersi�on �

1. La secci�on diferencial de \spin non-ip", d�=d
 (p "! p

0

"), para un es-

tado inicial del haz totalmente polarizado en la direcci�on del eje z positivo,

y para part��culas �nales con la misma polarizaci�on.

2. La secci�on diferencial de \spin ip", d�=d
 (p "! p

0

#), para un estado

inicial del haz totalmente polarizado en la direcci�on del eje z positivo, y

para part��culas �nales con polarizaci�on opuesta.

3. La secci�on e�caz diferencial d�=d
 (p; �! p

0

) para un estado inicial del

haz dado por la matriz densidad de spin

� =

�

1=2 1=6

1=6 1=2

�

y para part��culas �nales cuya polarizaci�on no se detecta.

41 Dos part��culas de spin 1=2 interaccionan a trav�es de un potencial de la

forma

V (x) =

�

AS

1

� S

2

=r si r � a

0 si r � a:

Se pide calcular en aproximaci�on de Born y en el sistema centro de masas

1. La secci�on e�caz diferencial d�=d
 (p; �

T

! p

0

; �

T

) para el caso de dos

part��culas distinguibles de masas m

1

y m

2

, que colisionan en un estado

triplete �

T

(con spin total s = 1).

2. La secci�on e�caz diferencial para el caso de dos part��culas distinguibles de

masas m

1

y m

2

, cuyos haces iniciales est�an totalmente despolarizados y

cuyas polarizaciones �nales no se detectan.

3. La secci�on e�caz diferencial d�=d
 (p; �

T

! p

0

; �

T

) para el caso de dos

part��culas id�enticas de masa M que colisionan en un estado triplete �

T

(con spin total s = 1), y para un �angulo de dispersi�on � = �=4.

4. La secci�on e�caz diferencial d�=d
 (p; �

S

! p

0

; �

S

) para el caso de dos

part��culas id�enticas de masa M que colisionan en un estado singlete �

S

(con spin total s = 0), y para un �angulo de dispersi�on � = �=4.

42 La colisi�on a baja energ��a entre part��culas de spin S

1

= 1 y S

2

= 1=2

puede describirse mediante un potencial efectivo de la forma

V (r) =

�

a

4�

�

2

�

e

��r

r

�

S

1

� S

2

;

donde a y � son constantes y r es la distancia relativa entre part��culas.
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1. Calcular la raz�on entre las secciones de difusi�on con spin total S = 3=2 y

S = 1=2.

2. Calcular en la aproximaci�on de Born la secci�on e�caz total de difusi�on

para el estado de spin total con S

z

m�aximo.

43 Sabiendo que para electrones de 10 keV, d�=d
j

�=0

= 1 mbarn/sr y � = 15

mbarb, calcular la amplitud de difusi�on hacia delante (prescindir del spin).

> Puede ser is�otropa �esta secci�on e�caz diferencial?

44 Si en la difusi�on de un potencial central, para p = 1 MeV/c, solo una onda

parcial es importante, y adem�as �esta es resonante, calcular de que onda se trata

si �

el

= 1:47 � 10

4

barn.

45 Sup�ongase la difusi�on

�

0

+ �

0

! �

0

+ �

0

en el centro de masas y a baja energ��a, de modo que las ondas s y p sean

importantes, y

d�

d


=

1

k

2

�

A+B cos � + C cos

2

�

�

:

> Que se puede a�rmar de los coe�cientes B y C?

46 La difusi�on p�n a muy baja energ��a tiene lugar dominantemente en onda

L = 0, y seg�un el spin total del sistema se encuentra experimentalmente que las

secciones e�caces en el estado triplete y singlete son �

t

= 3:64 barn y �

s

= 70:7

barn. Determ��nese la secci�on e�caz p � n a muy bajas energ��as, cuando el

prot�on tiene un estado de spin jS

p

i = exp(�i�)j "i+ exp(i�)j #i mientras que

el neutr�on tiene jS

n

i = j "i.

47 Consideremos un experimento de colisi�on el�astica,

a+B ! a+B

donde a y B son particulas sin spin. Sea �

tot

la secci�on e�caz total. De esta

magnitud se conocen los siguientes datos:

1. A �

tot

contribuye una resonancia que es observable en todos los �angulos,

expecto a � = �=2 para el cual la contribuci�on de la resonancia se anula.

2. Adem�as de la onda resonante tambi�en contribuye la onda S y ninguna

m�as.

3. El momento p

R

� �hk

R

para el cual se produce la resonancia y el valor �

R

tot

de �

tot

para la resonancia son: k

R

= 2 � 10

14

cm

�1

y �

R

tot

= 1:1 � 10

�27

cm

2

.
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Se pide:

1. >Cu�al es el momento angular L de la onda parcial resonante?

2. Calcula el valor del defasaje �

0

en onda S.

3. Calcular el valor de la secci�on e�caz diferencial d�=d
 en la resonancia

para un �angulo de dispersi�on de � = �.

48 Consid�erese la difusi�on el�astica de una part��cula de masa m y momento p

por un potencial central esf�ericamente sim�etrico de la forma

V (x) =

�

�V

0

si r � a

0 si r � a:

donde V

0

y a son constantes positivas.

� Calcular el defasaje �

0

correspondiente a la onda s en funci�on de los

par�ametros V

0

y a.

� Calcular la secci�on e�caz total a muy baja energ��a.


