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Resumen

La soluci�on en la aproximaci�on de campo medio de los vidrios de

spin proporciona unas caracter��sticas muy interesantes como la exis-

tencia de un n�umero in�nito de estados puros y que estos estados

puros est�an organizados de forma ultram�etrica (como en Taxonom��a).

Estas propiedades hacen que los vidrios de spin sean el paradigma de

los sistemas complejos.

Abstract

The solution of the spin glasses in the Mean Field approximation

gives some interesting characteristics such that the existence of an

in�nite number of pure states organized in an ultrametric way (like in

Taxonomy). These properties raise the spin glasses to a paradigm of

the complex systems.



1 Introducci�on

En este art��culo estudiaremos propiedades que comparten un gran n�umero

de sistemas, que denominaremos sistemas complejos, y para describir estas

propiedades elegiremos un tipo de materiales denominados vidrios de spin.

Para introducir qu�e son los sistemas complejos, podemos usar como ejem-

plo el plegamiento de las prote��nas, dejando la descripci�on de los vidrios de

spin para el �nal de esta secci�on.

Una prote��na est�a compuesta por una larga cadena de diferentes aminoa-

cidos (la secuencia se denomina estructura primaria de la prote��na) unidos

por enlaces pept��dicos. Esta secuencia se plegar�a en el espacio tridimensional

y la forma que adquirir�a la prote��na le dar�a su funci�on biol�ogica (estructuras

secundaria y terciaria). El problema es determinar a partir de la secuencia

de amino�acidos la forma tridimensional de la estructura �nal plegada.

Cada conformaci�on tridimensional de la cadena pept��dica tendr�a una

energ��a libre. Adem�as cada amino�acido puede adoptar unas 10 con�guracio-

nes distintas (que grosso modo es el n�umero de orientaciones, en el espacio,

en que podemos unir un amino�acido con el siguiente). Si estamos estudiando

una cadena peque~na de 100 amino�acidos, podr�an existir 10

100

conformacio-

nes distintas de la prote��na, teniendo cada una de estas conformaciones una

energ��a libre. En la �gura 1 representamos cualitativamente la forma de esta

energ��a libre frente a las diferentes conformaciones. Se puede observar que

este paisaje de la energ��a libre es muy complicado y que presenta muchos

m��nimos relativos. Diremos que un sistema es complejo cuando el paisaje de

su energ��a libre es similar al de la �gura 1. En el caso de las prote��nas este

paisaje \rugoso" est�a muy ligado con que la prote��na tenga una secuencia

de aminoacidos que no sea regular, esto dar��a un paisaje \plano" [2]. En la

�gura 2 presentamos la energ��a de un sistema que no puede ser considerado

complejo.

Usualmente los materiales s�olidos se encuentran en diferentes fases, por

ejemplo, ferromagn�etica, antiferromagn�etica o paramagn�etica. En los s�olidos

paramagn�eticos la magnetizaci�on es nula, mientras que en los ferromagn�eticos

aparece magnetizaci�on espont�anea. Los antiferromagn�eticos se caracterizan

porque tienen una magnetizaci�on \staggered" no nula.

Normalmente todos los s�olidos a una temperatura su�cientemente alta se

encuentran en la fase paramagn�etica (las 
uctuaciones t�ermicas destruyen los

posibles estados ordenados de los momentos magn�eticos de cada �atomo y la
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magnetizaci�on resultante, suma de todos los momentos magn�eticos, es nula)

mientras que si la temperatura es su�cientemente baja se ordenan pasando a

una fase ferromagn�etica (si la interacci�on entre los momentos magn�eticos de

los �atomos es atractiva) o antiferromagn�etica (si la interacci�on es repulsiva).

Sin embargo existen materiales en los que la citada interacci�on unas ve-

ces es positiva, pero otras veces es negativa por lo que se esperar�a que a

temperatura su�cientemente baja no estar�an ni en una fase ferromagn�etica

ni antiferromagn�etica. Estos s�olidos se denominan vidrios de spin. A baja

temperatura se encuentran en una fase desordenada \congelada", mientras

que los materiales ferromagn�eticos se encuentran en una fase muy ordenada.

Un ejemplo son metales no magn�eticos con una baja concentarci�on de

impurezas magn�eticas (e.g. Fe

x

Au

100�x

con x = 5). En este modelo la inte-

racci�on entre los momentos magn�eticos de los �atomos de hierro es inducida

por las deformaciones de la super�cie de Fermi del oro, y podriamos escribir

el siguiente Hamiltoniano, energ��a, aproximado para este sistema

H = �

X

i;j

J(r

i

� r

j

)�

i

�

j

+ anisotrop��as; (1.1)

donde la funci�on J(y) es r�apidamente oscilante, as�� que en el l��mite de muy

baja diluici�on puede ser considerada como random. Con la variable �

i

hemos

denotado el momento magn�etico del �atomo de hierro situado en la posici�on

espacial i-�esima (con coordenadas r

i

� (x

i

; y

i

; z

i

)).

Las caracter��sticas especiales de los vidrios de spin provienen de que la

funci�on de acoplamiento, J(y), induce en el sistema frustraci�on (al cambiar

de signo el acoplamiento entre los spines, �estos son incapaces de encontrar

una situaci�on favorable energ�eticamente que los satisfaga a todos) y adem�as

desorden (como hemos escrito, el que oscile r�apidamente hace que la mag-

nitud de la interacci�on var��e mucho de un �atomo de hierro a otro). En la

siguiente secci�on estudiaremos con mas profundidad los conceptos de desor-

den y frustraci�on.

Normalmente en Mec�anica Estad��stica [1] debemos escribir el Hamilto-

niano del sistema (la energ��a) para posteriormente escribir la funci�on de

partici�on. Obviamente el Hamiltoniano de un sistema es terriblemente com-

plicado, aunque la hip�otesis de universalidad nos permite escribirlo de una

forma bastante simple. En el caso de los vidrios de spin se usa el denominado

modelo de Edwards-Anderson (EA) [3,4], en vez de J oscilante la elegiremos
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aleatoria, que usualmente se toma gaussiana, con media nula y varianza uni-

dad. Es ligeramente diferente a (1.1) aunque se cree que est�an en la misma

clase de universalidad y las simulaciones num�ericas no han encontrado dife-

rencias cualitativas entre los dos Hamiltonianos.

El tratamiento anal��tico del modelo EA es muy complicado, aunque se ha

conseguido resolver en la aproximaci�on de campo medio. Se puede demostrar

que esta aproximaci�on es equivalente a resolver el modelo de EA en dimensi�on

in�nita, modelo de Sherrington-Kirkpatrick (SK) [3,4].

2 Frustraci�on y tipos de desorden

Ya hemos escrito que las caracter��sticas fundamentales de los vidrios de

spin son la frustraci�on y el desorden.

Comenzaremos describiendo la frustraci�on. A menudo en nuestra vida

encontramos situaciones que son mutuamente incompatibles y debemos ele-

gir una de ellas. Llevada la analog��a a los modelos de spines encontramos

situaciones en las cuales la mitad de los vecinos de un spin le dicen que debe

ser +1 y la otra mitad que debe de ser �1. Esto lo podemos reescribir de

la siguente manera. Pensemos en tres situaciones A, B y C. Una situaci�on

A y B favorable dar�a lugar a una interacci�on J

AB

= 1 mientras que si son

incompatibles J

AB

= �1, analogamente para J

BC

y J

AC

. Se dir�a que el con-

junto de estas tres situaciones es frustrada, es decir no podemos satisfacer

simultaneamente A, B y C, si J

AB

J

BC

J

AC

= �1: Un ejemplo de situaci�on

frustrada es la de la �gura 3.

En un vidrio de spin la frustraci�on se introduce en el momento que exi-

gimos que, en promedio, haya tantas J 's positivas como negativas.

Podemos asociar intuitivamente el desorden con la existencia de impu-

rezas. Aunque en una primera aproximaci�on al sistema f��sico se tienda a

eliminarlas, estas impurezas (\imperfecciones") de los materiales pueden in-

troducir comportamientos muy diferentes e interesantes [2].

Para exponer que es el desorden y su tratamiento imaginemos que tenemos

un sistema con dos tipos de variables aleatorias: �'s que est�an distribuidas

con el peso de Boltzmann y variables J 's que est�an distribuidas mediante

una distribuci�on p[J ]. En el desorden denominado \quenched" (congelado)

los elementos del sistema descritos por las variables �'s tienen tiempos de re-

acci�on mucho menores que los elementos del sistema descritos por las J 's, que
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podemos denominar variables de control. Los vidrios de spin son un ejemplo

de este tipo de desorden. Los spines (momentos magn�eticos de los �atomos

magn�eticos) cambian mucho mas r�apido que lo que cambian la posiciones de

las impurezas, que dan lugar a las J 's.

1

Para �nalizar esta secci�on describiremos el otro tipo de desorden, el des-

orden \annealed". En esta situaci�on las impurezas y los �atomos base tienen

tiempos de reacci�on comparables y por lo tanto se deben de tratar en pie de

igualdad.

Antes de pasar a la siguiente secci�on es interesante remarcar que se puede

tener desorden sin frustraci�on (e.g. exigiendo las J 's aleatorias y positivas) y

frustraci�on sin desorden (por ejemplo en sistemas antiferromagn�eticos {todas

las J 's negativas{ en una red triangular).

3 La soluci�on del modelo SK

Usualmente en Mec�anica Estad��stica (ME) es muy complicado, por no de-

cir imposible, resolver anal��ticamente el modelo (es decir, calcular la funci�on

de partici�on). Esto se ha conseguido fundamentalmente en sistemas bidi-

mensionales. Por ello se han desarrollado diferentes t�ecnicas aproximadas

para intentar obtener la m�axima informaci�on de un modelo. Una de las mas

populares es la llamada aproximaci�on de campo medio. Esta aproximaci�on

funciona especialmente bien en dimensiones altas mientras que suele fracasar

en predecir el comportamiento del sistema a bajas dimensiones.

En ME se parte de un Hamiltoniano (funci�on de energ��a, que puede con-

tener interacciones a primeros vecinos, segundos, etc) y de un tipo de red

(c�ubica, c�ubica centrada en caras, etc), donde viven los spines. Imaginemos

que tenemos una interacci�on de primeros vecinos y una red c�ubica tridimen-

sional. En este caso cada �atomo interacciona con sus 6 vecinos. Si deci-

dimos que todos los �atomos interaccionen con todos resulta que un �atomo

dado interacciona con un n�umero de �atomos igual al volumen del sistema,

V . Imaginemos ahora que olvidamos que la red es tridimensional: tenemos

un conjunto de V �atomos que interaccionan todos con todos. Este sistema

se comportar�a aproximadamente como si viviera en una red c�ubica en una

1

Esta situaci�on es an�aloga a la que ocurre en F��sica Molecular cuando es aplicable la

aproximaci�on de Born-Oppenheimer: los electrones, ligeros, ser��an descritos por las �'s

mientras los n�ucleos pesados dar��an lugar a las J 's.
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dimensi�on V=6. Es decir, un sistema donde todos los �atomos interaccionan

entre si es equivalente a un sistema donde la interacci�on es a primeros vecinos

pero la red es in�nito dimensional (en el l��mite termodin�amico).

2

El modelo SK, que es la versi�on en dimensi�on in�nita del modelo EA, se ha

resuelto exactamente. Primero, y parcialmente, por Sherrington y Kirpatrick

en 1975 y �nalmente por G. Parisi en 1985.

La soluci�on de Parisi presentaba rasgos diferentes a los encontrados an-

teriormente en sistemas magn�eticos. Por encima de la temperatura cr��tica

el vidrio de spin se encuentra en una fase paramagn�etica, mientras que por

debajo de la citada temperatura cr��tica aparece la llamada fase vidrio de

spin que es muy diferente de la fase ferromagn�etica. La fase vidrio de spin

est�a compuesta por un n�umero in�nto de estados puros. La magnetizaci�on de

esta fase es cero, asi que es una fase m�as desordenada que la ferromagn�etica.

Por ejemplo, la fase ferromagn�etica est�a compuesta por solo dos estados

puros: todos los spines hacia arriba o todos los spines hacia abajo.

3

Sorprendentemente este n�umero in�nito de estados puros se organizaba en

una forma ultram�etrica, igual que los seres vivos en un �arbol taxon�omico. En

la siguiente secci�on estudiaremos con mas detalle este tipo de organizaci�on.

Para �nalizar esta discusi�on diremos que en tres dimensiones las simula-

ciones num�ericas indican que la fase de baja temperaura sigue cualitativa-

mente las predicciones del campo medio [5].

4 El descubrimiento de la ultrametricidad

Ya hemos hemos descrito que la fase vidrio de spin tiene un n�umero

in�nito de estados puros que no est�an relacionados entre s�� por ninguna

transformaci�on de simetr��a. Se puede demostrar que estos estados puros se

organizan de forma ultram�etrica. Esta es la primera vez que se ha introducido

el concepto de espacios ultram�etricos en F��sica [6].

2

Esencialmente la aproximaci�on de campo medio lo que hace es eliminar las 
uctuacio-

nes de una posicion espacial a otra.

3

Solo a T = 0 podemos identi�car con�guraci�on y estado puro. En el modelo de Ising sin

desorden, Figura 2, podemos identi�car dos estados puros: uno con magnetizaci�on positiva

y otro con magnetizaci�on negativa. El estado puro correspondiente a la magnetizaci�on

positiva estar�a \compuesto" por todas las con�guraciones que tengan una magnetizaci�on

cercana o igual a la magnetizaci�on del m��nimo (las 
uctuaciones t�ermicas nos separan del

m��nimo).
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Un espacio m�etrico es un espacio donde hemos de�nido una distancia,

que obedece, entre otras propiedades, la desigualdad triangular:

d(A;B) � d(A;C) + d(B;C);

donde A;B y C son tres puntos cualesquiera del espacio. Los espacios ul-

tram�etricos veri�can la desigualdad ultram�etrica, a�un mas fuerte que la trian-

gular,

d(A;B) � max[d(A;C); d(B;C)];

es decir en un espacio ultram�etrico todos los tri�angulos que podemos dibujar

o son equil�ateros o son is�osceles.

En un vidrio de spin a partir del solapamiento entre dos estados puros

� y �, q

��

, podemos de�nir una distancia llamada \distancia de Hamming",

como

d(�; �) �

1

2

(q

EA

� q

��

); q

��

�

1

V

V

X

i=1

m

i

(�)m

i

(�);

donde es el promedio termodin�amico y m

i

(�) es la magnetizaci�on media local

para la elecci�on dada de los acoplamientos del estado �. El solapamiento

m�aximo se da cuando solapamos un estado consigo mismo y denotaremos este

solapamiento como q

EA

. Se puede ver que q

EA

es independiente del estado

puro elegido, que es el m�aximo solapamiento que puede tener el sistema y

que es el par�ametro de orden de la transici�on de fase.

Si reescribimos la desigualdad ultram�etrica en t�erminos de estos solapa-

mientos, obtenemos

q

AB

� min(q

AC

; q

BC

);

para cualquier tripleta A;B y C de estados puros. Es decir tendremos dos

solapamientos mas peque~nos e iguales y un tercero mayor.

La aproximaci�on de campo medio nos dice que un cuarto de los tri�angulos

que podemos formar con estados puros son equil�ateros y que el resto son

is�osceles.

Se puede formular una analog��a entre vidrios de spin y la naturaleza. Se

pueden identi�car especies con estados puros e individuos pertenecientes a

una especie con con�guraciones pertenecientes a un estado puro.

Para de�nir una familia de estados puros, �jamos un q

F

, y esto nos rom-

pe el �arbol taxon�omico de los estados puros en ramas que denominaremos

familias. Es decir, dos estados puros pertenecer�an a una misma familia si

7



su solapamiento es mayor o igual que q

F

. An�alogamente podemos de�nir

g�eneros, �ordenes, etc (Figura 4).

Podemos preguntarnos si el �arbol taxon�omico de los seres vivos tiene las

anteriores propiedades matem�aticas que emergen de la organizaci�on de los

vidrios de spin. De ser as�� podriamos decir que esta estructura de �arbol no

es una particularidad de los vidrios de spin (al menos de lo que emerge de la

soluci�on en dimensi�on in�nita de los vidrios de spin).

En particular, Epsein y Ruelle comprobaron que un �arbol taxon�omico

real (el de las plantas monocotiledoneas) segu��a las predicciones cualitativas

del �arbol \taxon�omico" de los vidrios de spin [7].

Conclusiones

Hemos descrito unos materiales magn�eticos denominados vidrios de spin

y que muchas de sus propiedades, que emergen de la soluci�on de campo

medio, pueden ser compartidas por sistemas que comparten entre si su gran

complejidad tales como la organizaci�on de las especies biol�ogicas. Otros

ejemplos que no hemos podido desarrollar en este art��culo pueden ser los

problemas computacionalmente dif��ciles (problemas NP completos, como el

problema del viajante) o el modelo de Hop�eld de la memoria asociativa en

mam��feros.

Obviamente la imagen que emerge de esta descripci�on es la existencia

de un n�umero muy grande de estados puros, con una cierta organizaci�on

interna, acompa~nada de un n�umero tambi�en muy grande de estados me-

taestables, aunque no quisiera que el lector perciba que todos los sistemas

complejos siguen cualitativamente la descripcion obtenida de los vidrios de

spin en dimension in�nita y expuesta en este art��culo. Lo cual no impide que

las propiedades que han emergido en el estudio de estos sistemas sean su�-

cientemente atractivas como para buscarlas en sistemas a�un mas \complejos"

que los vidrios de spin.
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F

confs.

Figura 1: Energ��a libre como funci�on de una variable que hemos denotado

gen�ericamente como \confs" que pudiera corresponder a las posibles con�gu-

raciones que puede adoptar el sistema (en el ejemplo de las prote��nas ser��an

las posibles conformaciones de los �angulos entre los p�eptidos, obviamente

la dimensi�on de este espacio es muy alta aunque lo hayamos representado

simb�olicamente como una linea recta). El estado de equilibrio vivir�a en el

m��nimo absoluto de esta funci�on. El resto de los m��nimos relativos corres-

ponden a estados metaestables (e.g. piensese en el ejemplo t��pico del agua

subenfriada o hielo sobrecalentado, aunque el agua no sea un sistema que

pueda denominarse como complejo desde el punto de vista que estamos ex-

poniendo en este art��culo). En esta �gura la energ��a libre de estos estados

metaestables es muy similar a la del m��nimo absoluto. N�otese tambi�en la

gran cantidad de estos estados.
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F

M-M Mag.

Figura 2: Energ��a libre como funci�on de la magnetizaci�on que bien pudiera

corresponder al modelo de Ising a una temperatura por debajo de la tran-

sici�on de fase. Este sistema presenta dos m��nimos absolutos, uno con mag-

netizacion positiva y otro con magnetizaci�on negativa, y no presenta estados

metaestables. Es el paradigma de lo que no es un sistema complejo.
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S =1

S =1?, -1?

J  =1

J  =-1

2

1
S =1

13

23
J  =1
12

3

Figura 3: Tri�angulo frustrado, el producto de los tres acoplamientos (J

12

; J

13

y J

23

) es negativo. El sistema intenta minimizar la suma de las tres energ��as

de los lados (la energ��a del lado 1� 2 es �S

1

J

12

S

2

) comenzando con S

1

= 1.

Dependiendo del sentido en que se recorre el triangulo, S

3

tomar�a valores 1

o �1 y en ambas situaciones se obtiene la misma energ��a total: frustraci�on.

En esta �gura hemos usado S para denotar los spines en vez de �.
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4 53 6 721EA
q

q’

q
0

q’’

q

estados puros

...

Figura 4: Organizaci�on ultram�etrica de los estados puros de los vidrios de

spin. N�otese que si decidimos usar q

0

para de�nir las familias tenemos que

los estados puros se agrupan de la siguiente forma:(1,2,3), (4,5) y (6,7); tres

familias. Si usamos q

0

en vez de q

0

para de�nir las familias obtenemos la

misma distribuci�on que con q

0

. Finalmente usando q

00

para de�nir familias

obtenemos que en la �gura solo hay una familia. En la �gura se observa que

el solapamiento entre 1 y 2 es q

0

, mientras que el solapamiento entre 1 y 5 es

q

00

< q

0

. En esta �gura: q

EA

> q

0

> q

0

> q

00

.
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