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Cap��tulo 1Introdui�onEn las d�eadas de los 50 y 60 se enontraron profundas onexiones entre laTeor��a Cu�antia de Campos (TCC) y la Me�ania Estad��stia. Una TCCde�nida en un espaio de Minkowski D-dimensional (D � 1 direiones es-paiales y una direi�on temporal) est�a relaionada on una TCC de�nidaen el espaio eul��deo D-dimensional mediante ontinuai�on anal��tia (Ro-tai�on de Wik).Si ahora uantizamos esta �ultima teor��a mediante integrales de aminoobtenemos una Me�ania Estad��stia Cl�asia (MEC). Obviamente la MECes una disiplina muho m�as antigua que la TCC y tenemos una intuii�onf��sia muho mayor: es m�as direto trabajar on probabilidades (pesos deBoltzmann) que amplitudes omplejas. As�� que podemos usar todas lasherramientas desarrolladas en MEC para estudiar problemas en TCC.Obviamente la relai�on entre ambas disiplinas es bidireional. Unode los mayores logros en MEC ha sido el �alulo de los exponentes r��tiosmediante t�enias desarrolladas en TCC (diagramas de Feynman, funiones�, euaiones de Callan-Symanzik, et)Con el trabajo de Wilson [1℄ podemos de�nir una TCC, inluso paravalores grandes de la onstante de aoplamiento, estudiando los puntos�jos de las Transformaiones del Grupo de Renormalizai�on (TGR) de laMEC subyaente.El trabajo presentado en esta tesis se enmara en la anterior presenta-i�on. Debido que para de�nir una TCC no trivial, es ondii�on neesariapero no su�iente enontrar puntos en el espaio de fases en los uales lalongitud de orrelai�on diverge. Es deir, debemos busar transiiones defase de segundo orden donde de�nir el l��mite ontinuo de la MEC paraobtener la TCC.Algunas vees en la b�usqueda de estos puntos r��tios donde la lon-9



10 Cap��tulo 1. Introdui�ongitud de orrelai�on diverge nos enontramos on transiiones de primerorden on longitud de orrelai�on muy grande. Si simulamos num�eria-mente estas transiiones enontramos unos efetos pretransiionales muyfuertes que algunas vees difuminan la verdadera transii�on de primer or-den y nos haen reer en la existenia de una transii�on de segundo orden.En TCC un ejemplo del omportamiento anterior es la transii�on de fasedeson�nante en QCD a temperatura �nita [2℄. En el ap��tulo segundo es-tudiamos estos efetos en el modelo de Potts bidimensional. Veremos omopodemos araterizar estos efetos pretransiionales mediante la distaniaentre el verdadero punto r��tio y el punto donde desapareen los estadosmetaestables desordenados. Tambi�en araterizaremos los itados efetosmediante unos \exponentes r��tios".Otra posible fuente de onfusi�on a la hora de determinar el orden deuna transii�on ha sido el estudio de tama~no �nito de la longitud de orre-lai�on. En la transii�on de fase de QCD anteriormente itada se enontr�oque las urvas de la masa se ortaban en un entorno del punto r��tio. De-bido a que se asum��a que la existenia de este ruzamiento impliaba quela transii�on era de primer orden �este fue uno de los argumentos que seproporion�o para a�rmar que la anterior transii�on era de primer orden, loque realmente ourre. En la �ultima sei�on del ap��tulo segundo presenta-remos un ejemplo, tambi�en basado en el modelo de Potts bidimensional, enel que aparee rossing en una transii�on de segundo orden. Demostrando,as��, que el argumento de que s�olo existe rossing en las transiiones de fasede primer orden es falaz.En los ap��tulos terero y uarto estudiamos los modelos de eletro-din�amia esalar on argas q = 1 y q = 8. En ambos asos estudiamosuna gran regi�on del espaio de par�ametros. Enontramos para q = 1 laexistenia de una l��nea de transiiones de primer orden que �naliza en unatransii�on de segundo orden an�aloga a la transii�on l��quido{vapor. Hemosaraterizado num�eriamente tanto esta l��nea omo el punto �nal y hemosalulado los exponentes r��tios. En el aso q = 8 hemos estudiado elmodelo Z(8) y la l��nea que emerge de �el y que �naliza en el modelo XY yhemos enontrado, en ontra de lo que hasta ahora se re��a, que presentauna transii�on de primer orden y que la l��nea que emerge es de primerorden, no de segundo omo onsta en la bibliograf��a. Como se ha itadoanteriormente la b�usqueda de puntos r��tios onstituye el primer paso parade�nir un l��mite no trivial de una TCC.Otro ampo de la MEC que est�a siendo muy ativo es el estudio desistemas desordenados, en partiular de los vidrios de esp��n (spin glass).Ciertamente no existe una relai�on estreha, por ahora, entre lo tratado enlos primeros ap��tulos y estos sistemas aunque existen algunos trabajos querelaionan a los vidrios de esp��n on las teor��as gauge. [3℄.



11Uno de los mayores avanes en este ampo fue la solui�on de Parisi[4, 5℄ para la teor��a de ampo medio [3℄ que desribe una fase spin-glassompuesta por un onjunto de estados puros, uyo n�umero diverge en ell��mite termodin�amio, y que est�an separados por altas barreras de energ��alibre. Algunos autores la ritian porque su omportamiento les paree muypatol�ogio [79℄ y reen que no sobrevivir�a si la interai�on es de orto al-ane. Por lo tanto, es muy interesante examinar si todas las arater��stiasde esta solui�on se mantienen en estos modelos (m�as realistas f��siamente).Los vidrios de esp��n son sistemas omputaionalmente omplejos (NP-ompletos) [3℄ y por lo tanto un esfuerzo de �alulo muy grande es neesario.Para estudiar estos sistemas hemos usado la m�aquina RTN desrita ante-riormente. En el ap��tulo quinto presentamos un ompendio de resultadossobre vidrios de esp��n motiv�andolos on la resolui�on del modelo SK gene-ralizado. Tambi�en aprovehamos este ap��tulo para introduir la notai�ondel ap��tulo siguiente.En el ap��tulo sexto estudiamos la transii�on de fase del modelo de Ising4{dimensional spin-glass. Este estudio es el paso previo para un estudio enprofundidad del modelo tridimensional que es bastante m�as dif��il omputa-ionalmente al estar m�as era de la dimensi�on r��tia inferior. Este estudiolo realizamos on y sin ampo magn�etio. Los resultados est�an de auerdoon la visi�on que emana de la solui�on de Parisi y son ontrarios a algunasprediiones de la teor��a de los droplets [72℄. Hemos araterizado la l��neade la transii�on y dado sus exponentes r��tios.Una parte de la tesis ha onsistido en el desarrollo de software de ontrolpara la m�aquina RTN (que ha sido usada para realizar gran parte de los�alulos de esta tesis). Una desripi�on de esta m�aquina se realiza en elap��tulo s�eptimo. Este software permite trabajar on topolog��as toroidalesmuy �utiles uando se requieren ondiiones de ontorno peri�odias. Losprogramas desarrollados se desriben en el ap��tulo otavo. Junto a estosprogramas de ontrol se desribe el proedimiento que hemos seguido en laparalelizai�on de los programas que hemos usado en esta tesis.Fin�almente presentamos uatro ap�endies omplementarios a la tesis enlos que se desriben t�enias muy usadas en los ap��tulos anteriores omoson el m�etodo de la densidad espetral (Ap�endie A), �alulo de errores(Ap�endie B), t�enias de tama~no �nito (Ap�endie C) y una introdui�ona la paralelizai�on de programas en C (Ap�endie D).
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Cap��tulo 2Transiiones de fase deprimer orden d�ebiles2.1 Introdui�onLas transiiones de primer orden d�ebiles son bastante freuentes en lossistemas que usualmente se estudian en Me�ania Estad��stia. Podemosaraterizar estas transiiones por el heho de que las disontinuidades queapareen son peque~nas, e.g. el alor latente. En esta tesis se profundiza enla araterizai�on de estas transiiones mediante el estudio de su ompor-tamiento pretransiional que ha sido apuntado en las referenias [6, 7℄.Veremos que este omportamiento est�a dominado por la temperatura a laual desapareen los estados metaestables, lo que nos da una medida dela debilidad de la transii�on: la distania entre la itada temperatura y elverdadero punto r��tio.Comprobaremos que era de la transii�on, pero no demasiado (que po-demos de�nir omo zona pretransiional) la transii�on se omporta omo sifuera de segundo orden on un punto de divergenia que est�a m�as all�a delpunto de primer orden. Por lo tanto podemos adelantar una imagen de lastransiiones de fase de primer orden d�ebiles. La verdadera transii�on de pri-mer orden se ve antiipada por un efeto preursor, efeto pretransiional,que onsiste en un omportamiento tipo ley de potenia, �gura 2.1. Esteomportamiento, si se \ontinuase", divergir��a a la temperatura a la ualdesapareen los estados metaestables desordenados. Esta \ontinuai�on"se ve interrumpida por la aparii�on de la transii�on de primer orden1 .1De la disusi�on anterior se desprende que no hay ning�un impedimento para extenderel argumento a las transiiones de primer orden. Lo que ourrir�a es que la diferenia13
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Figura 2.1: Estimai�on asint�otia del inverso de la longitud de orrelai�onpara QCD a temperatura �nita. El ajuste que se sobreimpone orrespondeon � = 1=2.Como ejemplo laro de lo anterior podemos itar la transii�on de fasedeson�nante de la Cromodin�amia Cu�antia (QCD) a temperatura �nita[2℄. En la �gura 2.1 representamos la longitud de orrelai�on en la transi-i�on de fase deson�nante. Se puede apreiar que los puntos representadosajustan a un omportamiento tipo� / (� � ��)�1=2 ; �� > �: (2:1)Es deir que la longitud de orrelai�on diverge on el exponente l�asioaunque no en el punto de la transii�on. En este sistema �� � �� � � �0:01.Comenzaremos este ap��tulo desribiendo los ristales l��quidos, en losuales se ha enontrado una fenomenolog��a muy erana a la nuestra parapasar a estudiar nuestro sistema f��sio que ser�a el modelo de Potts en dosentre el punto de la transii�on y donde desapareen los estados metaestables es grandey ser�a dif��il la observai�on de los efetos itados.



2.2. CRISTALES L�IQUIDOS 15dimensiones. Variando el n�umero de estados podemos pasar de transiionesde primer orden a otras de segundo orden, siendo as�� un buen sistema paraestudiar los itados efetos pretransiionales.Seguidamente estudiaremos estos efetos mediante la aproximai�on deampo medio. Estos �alulos se enuentran muy dispersos y poo detal-lados en la literatura por lo que se ha onsiderado onveniente rehaerlosdetalladamente desde el prinipio. Se presenta adem�as un �alulo basadoen poteniales efetivos que predie el omportamiento enontrado num�e-riamente.Adem�as en este modelo estudiaremos num�eriamente la longitud de o-rrelai�on lejos del punto r��tio y veremos que se omporta igual que en losexperimentos on ristales l��quidos y omo en QCD [8℄.Finalmente damos un ontraejemplo a la asuni�on de que el rossingde la longitud de orrelai�on on el tama~no del ret��ulo era del puntor��tio es una se~nal inequ��voa de que la transii�on es de segundo orden.Hemos enontrado el itado rossing en el modelo de Potts bidimensionalon q = 4. Este argumento se ha usado para difereniar una transii�on deprimer orden d�ebil de una de segundo orden.2.2 Cristales l��quidosConsid�erese la transii�on entre la fase desordenada (is�otropa) y la nem�a-tia de los ristales l��quidos [9℄. La fase nem�atia se arateriza por queno existe un alineamiento global de las mol�eulas en una direi�on dadasino que s�olo loalmente dos mol�eulas tienden a ser paralelas. Este or-den loal persiste hasta distanias del orden de �(T ). Esta transii�on est�aaraterizada mediante el par�ametro de orden Qab, que grosso modo est�arelaionado on el tensor suseptibilidad magn�etia �ab (Ma = �abHb).De razones puramente geom�etrias la transii�on nem�atia-is�otropa debede ser de primer orden2 . Esto es debido a que si se expande F , la energ��alibre, en el par�ametro de orden Qab se obtiene la siguiente euai�on (enausenia de ampo magn�etio):F = F0 + 12A(T )QabQba + 13B(T )QabQbQa +O(Q4); (2:2)donde se onsidera una suma impl��ita sobre ��ndies repetidos. Los t�er-minos que se han esrito son invariantes bajo una rotai�on de los ejes(x; y; z). No hay t�ermino lineal en Q, esto asegura que el estado de m��-nima energ��a libre es un estado de Q = 0. Hay que resaltar que existe un2Seg�un en la aproximai�on de Landau
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Figura 2.2: Potenial efetivo de De Gennes.t�ermino no nulo en Q3. La raz�on es que no hay simetr��a entre Qab y �Qab.Por lo tanto la transii�on debe de ser de primer orden siempre y uandoB(T ) 6= 0. Adem�as los experimentos han sostenido la anterior desripi�on,habi�endose medido disontinuidades en la densidad y en el alor espe���o,aunque se ha enontrado que las anteriores disontinuidades son d�ebiles,es deir, la transii�on es de primer orden d�ebil. Esto implia que el o-e�iente B(T ), que proporiona el ar�ater de primer orden, debe de serpeque~no. En la �gura 2.2 se reproduen las arater��stias m�as importantesdel potenial anterior.Para T > T el m��nimo absoluto orresponde a Q = 0 (fase is�otropa),�g. 2.2(a). Para T < T el m��nimo orresponde a Q 6= 0 (fase nem�atia).En T = T hay oexistenia de fases. La transii�on es, por tanto, de primerorden, �g. 2.2(b). La temperatura T � orresponde a la desaparii�on de losestados metaestables de la fase is�otropa, �g. 2.2().Debido a que la transii�on es de primer orden d�ebil se espera que lalongitud de orrelai�on sea muy grande, en el aso que nos oupa del ordende unos ientos de Amstrong (del orden de 10 vees el tama~no moleular).Se han realizado diferentes experimentos para estudiar la transii�on an-terior. Uno de ellos onsisti�o en el estudio del ambio de fase mediantela dispersi�on de la luz. Un grupo del MIT enontr�o para la intensidad desattering I de la luz la siguiente expresi�onI � (T � T �): (2:3)Una ley de esala, ompatible on el experimento anterior, para la lon-



2.3. POTENCIALES EFECTIVOS 17gitud de orrelai�on es: � = �0 � T �T � T ��1=2 ; (2:4)donde �0 es la longitud de las mol�eulas. La euai�on anterior es v�alidadentro de la aproximai�on de la teor��a de Landau. Por lo tanto I � ��2.Experimentalmente se ha enontrado queT � T �T � 2� 10�3: (2:5)Resumiendo, se han desrito muhas arater��stias r��tias de los ris-tales l��quidos que pueden entenderse introduiendo la temperatura pseudo-r��tia T �. Hay divergenias de diversos observables regidas por los expo-nentes l�asios, y la debilidad de la transii�on de primer orden est�a desritapor �T � T � T �.2.3 Poteniales efetivosAntes de ontinuar onviene �jar la notai�on y las propiedades de los po-teniales que apareer�an a lo largo de esta tesis.La energ��a libre �(�; h), en el l��mite termodin�amio, es una funi�on�onava 3 de � y de h�(�; h) = limV!1�� 1�V logZ(�; h)� : (2:7)Se de�ne4 F (�;M) omo la transformada de Legendre de �(�; h), estafuni�on es onvexa en M y onava en ��1 [10℄.En algunas partes de esta tesis se postular�an dependenias funionales odesripiones ualitativas de poteniales tipo F (�;M) que no satisfar�an las3Se usar�a la siguiente de�nii�on de funi�on �onava: f(x) es una funi�on �onava enun intervalo [a; b℄ si veri�a que:f(�x1 + (1 � �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2) (2:6)8x1; x2 2 [a; b℄ y 8� 2 [0; 1℄.Si f(x) 2 C2 una ondii�on neesaria y su�iente de onavidad es:d2f=dx2 � 0:f(x) es onvexa si �f(x) es �onava.4Usualmente a �(�;M) se la denomina energ��a libre de Gibbs, mientras que a F (�;M)se le denomina energ��a libre de Helmholtz.
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F(M)

Figura 2.3: Envolvente onvexa de un potenial efetivo no onvexo.ondiiones de onvexidad. Esto se resuelve tomando la envolvente onvexade la funi�on. El resultado ser�a una funi�on onvexa 5.Por ejemplo se puede suponer una energ��a libre de HelmholtzF (�;M) = 14M4 + 12(� � �)M2: (2:9)En la �gura 2.3 se representa la funi�on anterior para un valor �jo de � yse se~nala on l��nea punteada la envolvente onvexa.Se puede dar una interpretai�on m�as miros�opia de lo anterior [11℄.Consid�erese un sistema, on ai�on S[ ℄, aoplado a una fuente J ; sean�(�; J) la energ��a libre de Gibbs6, O(x) � O(f (x)g) un observable gen�e-rio y V el volumen que oupa el sistema. Entones 7e�V �(�;J) = Z d[ ℄ e��S[ ℄�J R ddxO(x); (2:10)y la euai�on de estado ser�a���J = 1V Z ddx hO(x)i � �O(J): (2:11)5La envolvente onvexa,f��(x), de una funi�on f(x) est�a de�nida mediante:f�(t) = supx [�f(x)� xt℄ = � infx [f(x) + xt℄; (2:8)es deir, es la doble transformada de Legendre de f(x).6Se ha reabsorbido en la de�nii�on el fator �.7Para �jar ideas se puede pensar en J omo el ampo magn�etio y en O omo lamagnetizai�on.



2.3. POTENCIALES EFECTIVOS 19Esta euai�on relaiona �O on su variable onjugada J . Cera de unatransii�on de fase la funi�on �O = �O(J) puede ser disontinua, es deir hayun rango de valores de �O que no se orresponden on ning�un J .Podr�a de�nirse el potenial efetivo asoiado al observable Oe�V �( �O) � Z d[ ℄ e��S[ ℄Æ[ 1V Z ddxO(x) � �O℄: (2:12)Es f�ail ver que e�V �(�;J) = Z d �O e�V (�( �O)+J �O): (2:13)Para vol�umenes grandes la integral est�a dominada por el punto silla��� �O = �J: (2:14)Y se puede onluir que �(�; J) es la transformada de Legendre de ��(�; J) = �( �O) + J �O: (2:15)En la euai�on (2.14) est�a de�nida la funi�on J = J( �O); 8 �O. Si asu-mimos una dependenia funional para J = J( �O) omo la expuesta en la�gura 2.4 vemos que es una funi�on ontinua pero no es invertible en todoel intervalo de de�nii�on 8.Integrando la euai�on (2.14) se obtiene, salvo onstante de integrai�on,la forma de �, que es an�aloga a la de la �gura 2.3 ambiando M por �O yF por �.Si se quiere determinar � mediante (2.14) y (2.15) se tiene el inonve-niente que J( �O) no es invertible.Pero en la euai�on (2.13) se deber�a elegir aquel �O que de un m��nimoglobal de �( �O) + J �O. La ontribui�on de los otros m��nimos estar�a expo-nenialmente suprimida.En nuestro aso �( �O)+J �O tiene dos m��nimos loales para J1 < J < J2.Uno de ellos ser�a el m��nimo absoluto si J < J y el otro lo ser�a si J > J. EnJ ambos m��nimos dan el mismo valor de �( �O)+J �O, i.e. uando J = J+�el m��nimo absoluto de �( �O) + J �O ser�a �OA mientras que para J = J� � elm��nimo absoluto es �OB , por lo tanto J es determinado por��� �O ���� �OA = ��� �O ���� �OB = �J; (2.16)�( �OA) + J �OA = �( �OB) + J �OB: (2.17)8Un ejemplo f��sio es la relai�on entre la presi�on y el volumen en un gas de Van derWaals.
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OFigura 2.4: Forma usual de la funi�on J = J( �O). Se representa adem�as laonstrui�on de Maxwell.
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CFigura 2.5: M��nimo absoluto de �( �O) + J �O omo funi�on de J .
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cFigura 2.6: Energ��a libre de Gibbs �.Lo anterior se orresponde on la onstrui�on de Maxwell, las dos �areasson iguales. Por lo tanto se obtiene el diagrama para el m��nimo absolutode �( �O) + J �O omo funi�on de J que est�a reogido en la �gura 2.5 y parala energ��a libre de Gibbs tenemos el gr�a�o de la �gura 2.6.Sin embargo, hay una de�nii�on de la transformada de Legendre, quedenominaremos transformada de Legendre rigurosa o TLR, de una funi�onf(x), que denotaremos por f�(t) que existe para todo t y que hemos yade�nido en la euai�on (2.8). Digamos que hasta aqu�� hemos usado unade�nii�on naive de la transformada de Legendre, por ejemplo en la euai�on(2.15). Es deir hemos obviado el m��nimo en su de�nii�on.Usaremos durante la tesis la versi�on naive, sirva esta sei�on para darla justi�ai�on matem�atia y siempre que sea neesario matizar usaremosel ar�onimo TLR.De la disusi�on anterior es laro que � es la TLR de �:�(�; J) = ���(�; J); (2:18)y adem�as ��(�; J) = ����( �O); (2:19)por lo tanto la TRL de � dar�a la envolvente onvexa del potenial efetivo,que obviamente es una funi�on onvexa. Para �O 2 [ �OA; �OB℄, ��� es unafuni�on lineal.Una funi�on no mon�otona J( �O) no puede ser obtenida de una teor��amiros�opia imponiendo una ligadura hO(x)i = �O. La raz�on es que para



22 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesuna funi�on no mon�otona J( �O), el sistema enuentra favorable para �Oun estado mezla onsistente en dos subsistemas V1 y V2 on �OA y �OBrespetivamente: �O = V1 �OA + V2 �OBV : (2:20)El potenial efetivo de esta on�gurai�on es menor que el orrespondientea una on�gurai�on homog�enea 9. En el l��mite V!1 10�mezla = V1�( �OA) + V2�( �OB)V = ���( �O) < �( �O): (2:21)Conluyendo: para un sistema on ligadura 1V R ddxO(x) = �O(x) erade una transii�on de fase de primer orden, J( �O) ser�a la obtenida por mediode la onstrui�on de Maxwell, es deir una funi�on mon�otona reiente.Su orrespondiente potenial es siempre onvexo, �( �O) = ���( �O).La parte �onava del potenial proviene de un omportamiento no mon�o-tono en J( �O), esto s�olo se puede dar en un sistema en el que no oexistenfases, es deir un sistema homog�eneo.Una posible salida onsiste en trabajar en un sistema �nito. En talsistema los efetos de frontera son importantes y el sistema puede perma-neer homog�eneo. La oexistenia se da porque �mezla < �Homog. Si porefeto del volumen onseguimos que la desigualdad ambie, entones � ser�a�onavo en alguna regi�on. Lo anterior se puede onseguir ontando on lainterfase. De nuevo uando V!1 reuperamos el potenial onvexo.Ve�amoslo detalladamente. Para �jar ideas onsideremos el potenialefetivo de la energ��a. A la temperatura r��tia las dos fases11 puras tienenenerg��as por unidad de volumen e1 y e2 respet��vamente. Consideremos unestado mezla que onsiste en � de la fase 1 y 1�� de la fase 2 (� 2 [0; 1℄).Su energ��a ser�a e = �e1 + (1� �)e2 + eif 1L; (2:22)donde eif es la energ��a de la interfase por unidad de super�ie, y L = V 1=d.La energ��a libre de esta on�gurai�on ser�af = �f1 + (1� �)f2 + fif 1L; (2:23)donde f1 yf2 son las energ��as libres por unidad de volumen de las fases 1 y 2y fif es la energ��a libre de la interfase por unidad de super�ie. Obviamente9La entrop��a de una on�gurai�on mezla es mayor que la entrop��a de una on�gura-i�on homog�enea as�� que su energ��a libre es menor.10As�� se podr�a despreiar la energ��a libre de la interfase.11Consideramos por simpliidad la oexistenia de dos fases �uniamente.



2.4. UN MODELO SIMPLE 23f es mayor que la ombinai�on onvexa de f1 y f2 que tendr��amos en elvolumen in�nito. Si la energ��a de la interfase eif es peque~na esta ontribu-i�on se dar�a en el intervalo [e1; e2℄ y la energ��a libre dejar�a de ser onvexa.Claramente si haemos L!1 reuperamos la onvexidad. Si la energ��a dela interfase es grande, la ontribui�on aer�a fuera del intervalo [e1; e2℄.Por lo tanto si la energ��a de la interfase es peque~na podemos enontrarpara un rango de tama~nos onavidad en la energ��a libre.La disusi�on anterior puede generalizarse a temperaturas eranas a latemperatura de la transii�on.2.4 Un modelo simpleConsid�erese el siguiente potenial efetivo �a la Landau� = a2(�)M2 � a3M3 + a4M4; (2:24)donde a3 y a4 son positivos. Este modelo presenta una transii�on de faseen � si a2(�) = a234a4 : (2:25)Por otra parte en este modelo desapareer�an los estados metaestables uandose anule el t�ermino uadr�atio, lo que ourrir�a a una temperatura T = 1=��,es deir uando a2(��) = 0. Se puede postular, on esta ligadura, la formafunional m�as senilla para a2a2(�) = (� � ��); (2:26)donde  es una onstante.Calulando la disontinuidad de la magnetizai�on on la anterior depen-denia funional se obtiene�M = 14p(�� � �): (2:27)Por lo que si �� � � � �� es peque~na la transii�on de primer orden ser�ad�ebil, ya que la disontinuidad en la magnetizai�on es peque~na.2.5 El modelo de PottsEl Hamiltoniano de este modelo es [12℄:� �H � � X<i;j> Æ�i;�j + hXi Æ�i;1: (2:28)



24 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesLa suma anterior se extiende a todos los puntos del ret��ulo y a sus veinosm�as pr�oximos en las d direiones positivas. Las variables de esp��n �ipueden tomar q valores: 1,...,q y hemos aoplado un ampo magn�etioa una de las q omponentes. Este modelo fue resuelto exatamente porBaxter[13℄ en el aso bidimensional. Algunos de sus resultados exatos sere�eren a los diferentes omportamientos r��tios dependiendo del valor deq del modelo. Lo siguiente se re�ere a ampo nulo.Si q � 4 el sistema presenta una transii�on ontinua, mientras que siq � 5 entones la transii�on es de primer orden. Los exponentes r��tiospara q � 4 y dimensi�on 2 se resumen en la siguiente tabla (para la de�nii�onde los exponentes r��tios ons�ultese el ap�endie C)q � = �0 �  = 0 Æ � �0 �1 1/6 1 1 1 01 -2/3 5/36 43/18 91/5 4/3 5/242 0 1/8 7/4 15 1 1/43 1/3 1/9 13/9 14 5/6 4/154 2/3 1/12 7/6 15 2/3 1/2La � r��tia es: � = log(1 +pq): (2:29)Iniialmente el inter�es en el modelo de Potts fue te�orio aunque �ulti-mamente se han enontrado sistemas f��sios que siguen bastante bien lasprediiones de este modelo.Casos partiulares son bastante onoidos. El Hamiltoniano de Pottsse onvierte en el modelo de Ising para q = 2 y es bien sabido que haymuhos materiales magn�etios que siguen este modelo, omo por ejemploel CoCs2Br5 en 2 dimensiones.Se ha enontrado que un ferromagneto �ubio on tres ejes en un ampomagn�etio diagonal puede ser visto omo un modelo de Potts on q = 3.Un estudio experimental de uno de tales materiales, DyAl2, ha sido llevadoa abo y los resultados, transii�on de primer orden (hay ampo magn�etio),son onsistentes on los estudios anal��tios.Experimentos de absori�on de N2 en l�aminas de gra�to on Kripton hansugerido que pueden ser expliadas on q = 4Inluso se pueden enontrar sistemas que pueden ser modelados on qmenores de 1, por ejemplo algunos tipos de pol��meros.El aso de q = 1 est�a muy relaionado on problemas de perolai�on.



2.6. RESULTADOS ANAL�ITICOS 252.6 Resultados anal��tios2.6.1 Aproximai�on del ampo medioSe realizar�an los �alulos partiendo de la desigualdad onvexa [14℄ 12. Sead�[C℄ � d�[C℄ exp(�) una medida sobre un espaio de on�guraiones C, yf una funi�on de este espaio en R, entones:< ef >�� e<f>� : (2:30)Sea la siguiente funi�on de un par�ametro real g(�):g(�) = logZ d�[C℄ exp(�f) = logZ d�[C℄ exp(�+ �f): (2:31)Las dos primeras derivadas song0(�) = < f >�+�f ;g00(�) = < f2 >�+�f � < f >2�+�f� 0: (2.32)Por lo tanto g(�) es una funi�on onvexa, que veri�ar�ag(�) � g(0) + �g0(0); (2:33)partiularizando a � = 1 y exponeniando la desigualdad anterior obte-nemos la desigualdad onvexa.En el modelo de Potts se elegir�a omo �:� � exp(H + h)Pi Æ�i;1P[�℄ exp(H + h)Pj Æ�j ;1 ; (2:34)donde H es un par�ametro variaional on dimensiones de ampo magn�etio.Para f queda f = � X<i;j> Æ�i;�j �HXi Æ�i;1: (2:35)La energ��a libre intensiva se de�nir�a omo f � � 1�N logZ y estar�a dadapor �f � �fMF = � logZH � d� e2(H+h) + q � 1Z2H +H eH+hZH ; (2:36)donde ZH � eH+h + q � 1.12Por ompletitud y por ser senilla, se dar�a la demostrai�on



26 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesEn esta aproximai�on la magnetizai�on por esp��n, intensiva, es:m =< Æ�i;1 >�= eH+heH+h + q � 1 : (2:37)Con esta de�nii�on m = 1q a alta temperatura, ya que todas las orienta-iones son igualmente probables 13.Para alular el potenial efetivo v(m)(intensivo) hay que invertir lamagnetizai�on en funi�on de h+H y posteriormente realizar una transfor-mai�on de Legendre 14. Obtenemos para la inversi�on de la magnetizai�on:H + h = log (q � 1)m1�m : (2:38)Por lo tanto�fMF + hm � v(m) = (m� 1) log(q � 1) + (1�m)log(1�m) +m logm� d�q � 1(qm2 � 2m+ 1):(2.39)Para � = q2d (2:40)se anula el t�ermino uadr�atio y por lo tanto se identi�ar�a esta � on ��,ya que a esta � desaparee el estado metaestable on m = 0 (para una� un poo m�as peque~na m = 0 era un estado metaestable, loalmente supotenial era uadr�atio, mientras que para �� desaparee el m��nimo loalanterior pasando a ser un punto de inexi�on). Examinando la f�ormula dela energ��a libre puede onluirse que esta aproximai�on predie transiionesde segundo orden para q = 1 y q = 2. Mientras que la transii�on ser�a deprimer orden para q � 3, en ontra de los resultados exatos; de primerorden si q � 5 y de segundo orden si q � 4. Podemos alular �(q) enesta aproximai�on, uando el valor del potenial en los dos m��nimos es elmismo, resultando ser:13 Para tener una buena de�nii�on de la magnetizai�on habr��a que rede�nirla omo:mnew = m� 1=q. Aunque en los �alulos que presentamos usamos m en vez de mnew .14Versi�on naive.



2.6. RESULTADOS ANAL�ITICOS 27q � �mf ��mf ��2 0.8814 0.5 0.5 03 1.0050 0.7 0.75 0.054 1.0986 0.825 1 0.1755 1.1743 0.93 1.25 0.326 1.2382 1.00 1.5 0.57 1.2935 1.075 1.75 0.6758 1.3424 1.135 2 0.8659 1.3862 1.19 2.25 1.0610 1.4260 1.235 2.5 1.265En la �ultima olumna de la tabla se ha representado la diferenia entre ��y � pudi�endose observar que esta diferenia aumenta on q, igual que lafuerza de la transii�on (a mayor q mayor alor latente). Obs�ervese que enel q para el ual la transii�on es de segundo orden se tiene �� = �, y porlo tanto no hay ��, onsistentemente on lo expuesto.Podemos alular la divergenia de la suseptibilidad en esta pseudo-transii�on:d2v(m)dm2 ����m=1=q = qq � 1(q � 2�d) � 2dqq � 1(�� � �)� : (2:41)Obviamente �� oinide on el resultado previo y � = 1. Por lo tanto laaproximai�on de ampo medio sustenta la imagen desrita en la introdu-i�on basada en el par�ametro ��.Se puede alular la longitud de orrelai�on en esta aproximai�on. Paraello se deber�a modi�ar el Hamiltoniano de partida y haer que el ampomagn�etio externo h dependa del punto, pasando a ser hi. La orrelai�onentre dos espines, en la fase de alta temperatura, es proporional al inversodel Hessiano del potenial efetivo V (mi), potenial extensivo, evaluadoen los estados desordenados. Para ello reesribiremos el potenial efetivo,funi�on ahora de N variables mi de�nidas por (ver nota a pi�e de p�agina(13)): mi = eH+hieH+hi + q � 1 : (2:42)Como�FMF +Xi himi = V (mi) =Xi (mi logmi � (1�mi) log(1�mi)) +(Xi mi �N) log(q � 1)� �q � 1 X<i;j>(qmimj �mi �mj + 1);



28 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesobtenemos para el Hessiano Mrs la siguiente expresi�on:Mrs � �2V�mr�ms ����m=1=q = q2q � 1 �Ærs � �q Jrs� ; (2:43)donde la matriz Jrs vale uno si r y s son puntos veinos y ero en el restode los asos.Podemos invertirM en el espaio de momentos y obtener:(M�1)kl = 1(2�)d ZB ddpG0(p) exp[i(k� l)p); (2.44)G0(p) = q � 1q2  1� 2�q dX�=1 os(p�)!�1 ; (2.45)donde B es la primera zona de Brillouin del ret��ulo (B � [0; 2�℄d) 15. Porlo tanto m2(�) � (q � 2d�); (2:46)donde m es el inverso de la longitud de orrelai�on. De nuevo se enuentraque �� = q=(2d) (� para q � 2) y se ve que�� = 12 ; (2:47)que ser�a � uando q � 2.2.6.2 Resultados usando poteniales efetivosSe pueden disutir las propiedades de la transii�on usando un potenial noonvexo, bastar��a tomar la envolvente onvexa para reuperar el potenialonvexo. Sea el potenial ��(E) � � logP �(E); (2:48)donde E es la energ��a total y P �(E) es la probabilidad16 de enontrar unaon�gurai�on de energ��a E a una � dada.Cera de �, ��(E) tiene dos m��nimos loales en E1(�) y E2(�). La �estar�a de�nida por la ondii�on��(E1) = ��(E2); (2:49)15Los ��ndies k y l van de 1 a N , as�� M es una matriz N�N . Pero se puede reexpresarasignando a k un vetor d-dimensional k, que dar��a la posii�on de este punto en un sistemade oordenadas d-dimensional. Esta representai�on es la que usamos en el �alulo de latransformada de Fourier.16Siempre que se ite en esta tesis probabilidad de enontrar el valor de una variableontinua deber�a ambiarse probabilidad por densidad de probabilidad.



2.6. RESULTADOS ANAL�ITICOS 29Para � un poo mayor que � tendremos un m��nimo absoluto en E2(�),mientras que E1(�)(> E2(�)) ser�a un m��nimo loal y estar�a relaionadoon los estados metaestables. Para � mayor el m��nimo en E1 desapareeonvirti�endose en un punto de inexi�on, y los estados metaestables tambi�endesapareen. Esta � puede identi�arse on ��, y puede ser �jada por laondii�on d2���dE2 ����E=E1(��)=E� = 0: (2:50)Por lo tanto ���(E) = a0 + a3(E �E�)3 + ::: (2:51)Usando la relai�on P �0(E) = P �(E) exp (�(�0 � �)E) ; (2:52)enontramos que para � erana a �����(E) = a0 + a3(E �E�)3 + (� � ��)E + :::: (2:53)que presenta un m��nimo loal enE1(�) = E� +r�� � �3a3 ; (2:54)por lo tanto el alor espe���o queda1Cv � d2��dE2 � 2p3a3(�� � �)1=2: (2:55)De la euai�on anterior onluimos que el sistema se omporta omo situviera una transii�on de segundo orden en �� on un exponente r��tio�� = 12 : (2:56)Un proedimiento equivalente puede ser seguido para un potenial de-pendiente de la magnetizai�on total, ��(M). Aunque ahora el m��nimo dela fase desordenada, metaestable, es siempre M = 0 y entones podemosesribir ��(M) = b0(�) + b2(�)M2 + :::: (2:57)En ��, b2 debe de ser ero. Si se asume un omportamiento anal��tio de b2era de ��, se obtiene para la suseptibilidad1� � d2��dM2 ����M=0 = 2b2(�) � (�� � �) +O((�� � �)2): (2:58)



30 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesPor lo tanto en el punto r��tio aparente el exponente r��tio de la susep-tibilidad es � = 1: (2:59)que oinide on el resultado previo de ampo medio, heho que no ausasorpresa ya que se ha exigido analitiidad.No es posible usar aproximaiones similares para enontrar el resto delos exponentes r��tios. Pero si se usa la relai�on de esala = �(2� �); (2:60)y se supone que el exponente � = 0, que est�arelaionado on la dimensi�onan�omala del ampo, podemos onluir que � = 12 .Si se examina la relai�on de esala� = 2� �D; (2:61)se ve que usando los exponentes alulados anteriormente s�olo en D = 3 sonompatibles los resultados obtenidos de ambas relaiones de esala. Estosexponentes ( = 1; � = 1=2) han sido observados en algunas simulaionesnum�erias. En 2 dimensiones la relai�on de esala es violada, dado queimpliar��a � = 34 (� = 23 ) , exponentes que son exluidos por los datos deMonte Carlo que se presentar�an posteriormente.An�alogamente, hay un punto pseudor��tio en ��� < �, que est�a rela-ionado on los estados metaestables ordenados. Una derivai�on similar ala anterior dar��a ��� = 12 , aunque el exponente de la suseptibilidad nopuede ser alulado de forma an�aloga al no ser nula la magnetizai�on de losestados desordenados metaestables.2.7 Resultados num�eriosEs neesario omprobar los anteriores resultados mediante simulaiones nu-m�erias, desgraiadamente esto es bastante ompliado debido a la presen-ia de on�guraiones inhomog�eneas, v�ease la sei�on dediada a los poten-iales efetivos. Por ello hemos realizado las simulaiones a ierta distaniadel punto r��tio para eliminar la posibilidad de que aparezan las on�gu-raiones inhomog�eneas.Se han simulado dos valores de q: q = 7 y q = 10. Para valores m�aspeque~nos de q, q = 5 o q = 6, la gran longitud de orrelai�on en el puntor��tio los hae intratables num�eriamente.El objetivo de estos �alulos ha sido uanti�ar la diferenia � � �� ydar una estimai�on lo m�as preisa del exponente r��tio ��.



2.7. RESULTADOS NUM�ERICOS 312.7.1 M�etodo num�erioHemos usado el m�etodo del ba~no aliente para realizar el update. Se hansimulado una amplia gama de tama~nos: desde 32�32 hasta 128�128 paradiferentes valores de �.El n�umero de pasos de Monte Carlo realizados han sido entre uno y dosmillones. Hemos ejeutado el �odigo tanto en una red de transputers omoen un ordenador VAX9000.En ada medida se almaenaba la energ��a total, la magnetizai�on y lafuni�on de orrelai�on entre l��neas. En el an�alisis de los datos se us�o elm�etodo de la densidad espetral, desrito en el ap�endie A, aunque para unmejor ontrol de los errores se realizaron simulaiones diretas a diferentesvalores de �.Los errores estad��stios han sido estimados mediante el m�etodo de jak-knife (ver Ap�endie B) y el generador de n�umeros random que se ha usadoes el propuesto en la referenia [15℄.2.7.2 ObservablesAdem�as de la magnetizai�on y la energ��a se midi�o la orrelai�on entre l��neasparalelas de espines, o orrelai�on entre espines a momento nulo. En unret��ulo L� LC(d) � 12L3  Xx Mx+dMx +Xy My+dMy!� 1q ; (2:62)on Mx =Xy �xy; (2:63)donde �xy es el valor del esp��n en el punto (x; y) expresado omo un q-vetor. Para un esp��n en un estado � 2 f1; :::; qg la omponente n-�esima de� es Æn� .A largas distanias C(d) tender�a a ero de forma exponenial e�mddonde m es la masa, igual al inverso de la longitud de orrelai�on �. Perodebido a las ondiiones de ontorno peri�odias C(d) tendr�a dos ontribu-iones: una debida a la distania d entre dos l��neas y otra a la distaniaL� d entre las dos itadas l��neas,C(d) � e�md + e�m(L�d) � osh(m(d� L2 )): (2:64)Por lo tanto los datos num�erios se ajustar�an a la euai�on anterior paraestimar la masa.
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2.7. RESULTADOS NUM�ERICOS 332.7.3 Resultados para q = 7Como primer paso se ha alulado el exponente �� y �� mediante un ajustea tres par�ametros a la funi�on:m(�) = A(�� � �)�� : (2:65)Los resultados son: �� = 0:53(8); (2:66)�� = 1:2945(9): (2:67)Este valor es inompatible on la predii�on de esala � = 0:75 y est�ade auerdo on un exponente l�asio � = 12 .Desgraiadamente no es posible dar una estimai�on preisa de �� me-diante un ajuste triparam�etrio, aunque es laro que�� > � = log(1 +p7) = 1:29356:La predii�on de las t�enias de tama~no �nito para una transii�on de primerorden y dos dimensiones es que el shift de � en funi�on del tama~no delret��ulo es proporional a L�2. Se ha omprobado este orrimiento on losdatos de los ret��ulos simulados y se ha hallado que �(L = 128) = 1:2933(mediante el pio del alor espe���o, el error afeta s�olo a la �ultima ifra).Sin embargo, asumiendo que � = 12 se puede disminuir el error en ��obteniendo por tanto una mejor estimai�on. En la �gura 2.8 se presentala masa m al uadrado omo funi�on de �. Como se observa el omporta-miento lineal es muy laro. Se ha obtenido �� realizando un ajuste linealtanto de los puntos obtenidos de las simulaiones omo de los puntos obte-nidos mediante el m�etodo de la densidad espetral a partir de � = 1:292,siendo ambos resultados ompatibles. Nuestra estimai�on �nal de �� es�� = 1:2944(3): (2:68)Otra antidad interesante es la longitud de orrelai�on m�axima (en �).Asumiendo los valores anteriores de �� y �� se obtiene:�max = 24(5); (2:69)a omparar on la estimai�on de 30 dada en la referenia [16℄ basada en laextrapolai�on de resultados obtenidos en q = 10.La transii�on en q = 7 es muy d�ebil as�� que es muy dif��il medir lalongitud de orrelai�on m�axima o ��. Se neesit�o simular grandes ret��ulos(128 � 128) y realizar varios millones de pasos de Monte Carlo debido alritial slowing down efetivo.
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36 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesHabiendo �jado �� a 1/2 se alula ��, obteniendo�� = 1:433(2); (2:71)mientras que � = 1:4260 y la � r��tia aparente debido a los efetos detama~no �nito es �(L = 96) = 1:4254, de nuevo el error afeta s�olo a la�ultima ifra, obtenida mediante el m�aximo del alor espe���o.2.8 CrossingSe sabe que la longitud de orrelai�on es �nita en las transiiones de primerorden mientras que es divergente en las transiiones de segundo orden. Sinembargo, hay que preisar la de�nii�on de la longitud de orrelai�on [17℄.Sea G0(z) la funi�on de orrelai�on no onexa proyetada a momentoero. Se puede de�nir la siguiente masa en un ret��ulo in�nito:mV=1 � � limz!1 1z logG0(z): (2:72)En la fase sim�etria, � < �, hay un �unio estado fundamental, el primerestado exitado tendr�a una separai�on �nita de �el y la masa de�nida en(2.72) nos da la separai�on en energ��a. En la fase rota, � > �, el estadofundamental es degenerado, hay oexistenia de fases, y ada estado tieneun valor medio del par�ametro de orden diferente de ero. La de�nii�on(2.72) orresponder��a a un valor nulo.La diferenia entre una transii�on de primer orden y otra de segundoes el omportamiento de mV=1 uando �!�� . En la de primer ordenpermanee �nita, mientras que en las de segundo tiende a ero siguiendouna ley mV=1 � (� � �)� : (2:73)Cuando el tama~no del sistema es �nito las desripiones anteriores semodi�an. En una transii�on de primer orden, al haber oexistenia defases, los estados fundamentales de la fase rota y de la fase sim�etria seruzan en � = �, sus energ��as libres son iguales. Debido a que las barrerasenerg�etias entre los diversos estados fundamentales reen on el volumen,la situai�on anterior ambia uando el volumen es �nito debido al tunne-ling, que mezlar�a estos niveles y romper�a la degenerai�on resultando unapeque~na energ��a. El omportamiento a larga distania de G0(z) estar�a do-minado por esta energ��a y la masa obtenida ser�a igual a ella. Lejos de � eltunneling ser�a muy raro y la masa ser�a muy erana a la que se obtendr��aa volumen in�nito. Cuando aumente el volumen el tunneling ourrir�a s�olosi � es muy erana a �. Esto impliar�a que las urvas mV (�) para dos



2.8. CROSSING 37vol�umenes diferentes ruzar�an en �r(V ) que depender�a de los vol�umenes�jados. Es deir mV (�) reer�a para � < �r(V ) mientras que disminuir�asi � > �r(V ).Esto se puede estudiar uantitativamente. Para ello seguimos las refe-renias [16, 18℄. Consideremos un ret��ulo on geometr��a il��ndria, �nitaen d � 1 dimensiones y muy larga en una direi�on, que denominaremos\direi�on temporal". La longitud de orrelai�on est�a determinada por lamatriz de transferenia d�1 dimensional y es independiente de la direi�ontemporal. Las ontribuiones dominantes de la matriz de transferenia,ser�an, grosso modo e�Fo(�)Ld�1Lt ; (2:74)para los estados ordenados y e�Fd(�)Ld�1Lt ; (2:75)para los estados desordenados. Fo(�) y Fd(�) son las energ��as libres, inten-sivas, de la fase ordenada y de la desordenada respetivamente, que ser�aniguales en el punto r��tio. Pero adem�as hay que onsiderar la posible apa-rii�on de dominios de espines de signo ontrario debido al tunneling, laenerg��a libre ser�a la orrespondiente a una interfase, es deir ALd�1, dondeA es la energ��a libre de la interfase entre los dos va��os18. La longitud deorrelai�on est�a dada por ��1 = log �1�2 ; (2:76)donde �1 � �2 son los dos autovalores m�aximos de la matriz de transfe-renia. Por lo tanto para alular la longitud de orrelai�on tenemos quediagonalizar � exp(�FV ) exp(�FV +ALd�1)exp(�FV �ALd�1) exp(�FV ) � ; (2:77)donde V = Ld�1Lt. Los autovalores son�1;2 = e�(FV )(1�exp�(ALd�1)): (2:78)Entones19 � � eALd�1 : (2:79)Por lo que aparee una longitud de orrelai�on muy grande, o lo que esequivalente, una masa muy peque~na.18Generalizar a m�as va��os, por ejemplo un va��o q-degenerado, es f�ail.19exp(�ALd�1) � 1 y se puede realizar un desarrollo en serie del logaritmo de laeuai�on (2.76)



38 Cap��tulo 2. Transiiones de 1er orden d�ebilesAdem�as de la masa de�nida en la euai�on (2.72) se puede de�nir loque se denomina masa f��sia, mphys, que es la diferenia de energ��a entre elestado fundamental y el primer exitado en ada fase. El �alulo num�eriode esta antidad es muy ompliado debido a que los niveles se mezlan porel tunneling, uando el volumen es �nito.De la fase pura, sim�etria, la masa f��sia puede extraerse mediante laeuai�on (2.72).Tal omo se ha de�nido la mphys deberemos alularla en fases puras, esdeir, si estamos en la fase rota, dividir nuestra suesi�on de on�guraionesen submuestras en las uales se sepa, por ejemplo mediante el par�ametrode orden, que on toda seguridad se enuentran en una fase pura.Para ello se usar�a la siguiente euai�onG0(z)� < S >2� Gonex(z) � e�mphysz; (2:80)es deir, extraemos la masa f��sia de la orrelai�on onexa, para tener enuenta los efetos que provienen del heho de que hSi 6= 0. En la fase norota podemos usar la no onexa ya que el valor esperado de los espines esero.En algunos trabajos, e.g. [17, 19℄, se sugiere que la aparii�on de rossinges una se~nal muy lara de que la transii�on de fase de primer orden. Si nohay tal omportamiento la transii�on es ontinua.Usaban omo ejemplo el modelo de Ising tridimensional, ver �gura 2.10,que presenta una transii�on de fase de segundo orden, en el ual se ve lara-mente la no existenia del rossing. Las masas tienden \uniformemente" alvalor asint�otio. Mientras que en el modelo de Potts, tambi�en tridimensio-nal, aparee el rossing, �gura 2.11. Este modelo presenta una transii�onde fase de primer orden que ha sido estableida mediante m�etodos num�e-rios on t�enias de tama~no �nito. La importania de este modelo es que,se ha sugerido20 , pertenee a la misma lase de universalidad que QCD4{dimensional a temperatura �nita. Tanto la relai�on de universalidad deQCD a temperatura �nita on Potts 3d y la aparii�on de rossing se hanaeptado omo prueba de que la transii�on de fase de QCD es de primerorden.En la referenia [6℄ se disrepa de la identi�ai�on de la no aparii�ondel rossing on transii�on de fase de segundo orden. Se asume que si latransii�on es de primer orden aparee el rossing. Para ello se apoyan enun argumento de M. Lusher [20℄.Lusher demuestra que en una teor��a esalar on autointerai�on (�0�3),la masa del mes�on alulada en un aja de tama~no Ld�1, on el eje temporal20En sentido estrito s�olo puede hablarse de universalidad en transiiones de segundoorden.
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Figura 2.10: Inverso de la longitud de orrelai�on para el modelo de Isingtridimensional. En l��nea disontinua se representa la estimai�on asint�otiam = 5:0(� � �)� on � = 0:221654 y � = 0:629. Los s��mbolos son lossiguientes: L = 16 rombos, L = 24 tri�angulos invertidos, L = 36 uadradosy L = 48 tri�angulos.
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Figura 2.11: Inverso de la longitud de orrelai�on para el modelo de Pottstridimensional on tres estados para tres ret��ulos diferentes. Los s��mbolosutilizados son: L = 8 rombos, L = 12 tri�angulos invertidos y L = 24uadrados.



2.8. CROSSING 41in�nito, que denotaremos por M(L), tiende al valor ontinuo, m �M(1)de la siguiente forma�m � m�ML = � 316�m2L n�2e�p32 mL +O(e�mL=L5=4)o ; (2:81)donde � = �(p; q; k) (2:82)p+ q + k = 0; p2 = q2 = k2 = �m2; (2:83)y � es la funi�on de orrelai�on 1PI (1{partile irreduible) a tres puntos.Es evidente de la euai�on (2.81) que ML ree on el volumen uando� < �, [6, 7℄, al menos uando L es grande.En la referenia [6℄ se a�rma que el argumento de que en las transiionesde segundo orden no hay rossing es un nueva versi�on de la vieja teor��a deLandau de las transiiones de fase. Landau a�rma que si tenemos unateor��a efetiva de ampos y la simetr��a de la interai�on permite el t�ermino�3, entones la transii�on debe de ser de primer orden. Pero es posible queel oe�iente del t�ermino �3 tienda a ero uando la temperatura tiendaa la temperatura r��tia, lo que debe ourrir, por ejemplo, en el modelode Potts bidimensional para q < 5. La equivalenia entre la teor��a deLandau y la existenia de rossing se obtiene mediante el argumento deLusher presentado en p�arrafos anteriores. Si tenemos una interai�on atres part��ulas, i.e. una interai�on �3, la masa ree uando L ree, almenos uando L es muy grande y no estamos en la regi�on r��tia.Por lo tanto el riterio de rossing se violar��a en el aso de la existeniade una transii�on de segundo orden para un sistema para el ual, siguiendoa Landau, la transii�on fuera de primer orden.Un posible andidato es el modelo de Potts bidimensional on 4 estados,para el ual la teor��a de ampo medio predie una transii�on de primer ordenmientras que Baxter ha demostrado [13℄ anal��tiamente que la transii�on esde segundo orden. En la sei�on siguiente estudiamos num�eriamente estemodelo y observaremos la existenia de rossing.2.8.1 Resultados num�eriosLa de�nii�on de la orrelai�on es la ya itada en la euai�on (2.62). Se hausado el m�etodo de la densidad espetral para obtener las urvas y adem�asse han realizado simulaiones lejos del punto de origen del m�etodo de ladensidad espetral, para mejor ontrol de los errores.Los resultados est�an presentados en la �gura 2.12, en donde se observal�aramente la existenia de rossing, ontradiiendo la hip�otesis de que enlas transiiones de fase de segundo orden no se observa rossing.
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Figura 2.12: Crossing en el modelo de Potts on 4 estados. Las l��neasontinuas se han alulado mediante el m�etodo de la densidad espetralbasado en simulaiones a � = 1:08. Los s��mbolos que araterizan lasurvas anteriores son: L = 10 tri�angulo invertido va��o, L = 16 uadradova��o y L = 24 rombo va��o. Tambi�en se superponen los resultados de tressimulaiones diretas realizadas en � = 1:04. Para estos puntos usamos:L =10 tri�angulo invertido lleno, L = 16 uadrado lleno y L = 24 rombo lleno.



2.9. CONCLUSIONES 432.9 ConlusionesSe han analizado las propiedades de las transiiones de fase de primer ordend�ebiles en el maro del modelo de Potts bidimensional obteniendo una muybuena desripi�on de su omportamiento onsiderando la existenia de unatransii�on de fase de segundo orden en la fase metaestable.Pensamos que esta desripi�on es general a todas las transiiones defase de primer orden d�ebiles, obteniendo una pseudouniversalidad, que est�aapoyada por el estudio de otros modelos te�orios y experimentales (e.g.ristales l��quidos).Caraterizamos la transii�on mediante la distania entre el punto r��tioy el punto r��tio aparente. Enontramos exponentes r��tios los uales hansido medidos tambi�en en diversos experimentos.Tambi�en hemos dado un ejemplo de transii�on de fase de segundo ordendonde aparee el rossing, rebatiendo el argumento de que �este s�olo sepresenta para transiiones de primer orden.
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Cap��tulo 3El Modelo U(1){Higgs3.1 Introdui�onEl m�etodo l�asio de onstrui�on de las teor��as u�antias de ampos (TCC)est�a basado en un desarrollo perturbativo asumiendo que la onstante deaoplamiento es muy peque~na. Obviamente esto elimina la posibilidad deonstruir una TCC a un valor de la onstante grande.Este problema lo resolvi�o Wilson mediante su onstrui�on [1℄. Unabuena exposii�on de esta idea puede enontrarse en [21℄.Por lo tanto el primer paso para intentar onstruir una TCC es ara-terizar los diferentes puntos r��tios y posteriormente alular los ujos delgrupo de renormalizai�on [22, 23, 24, 25, 26, 27℄En este ap��tulo hemos abordado el primer punto del programa enu-merado en p�arrafos anteriores, es deir hemos araterizado una ampliaregi�on del espaio de par�ametros y hemos enontrado un punto r��tio onexponentes gaussianos, que no implian trivialidad de la teor��a donde essuseptible de de�nirse la teor��a ontinua.Hemos simulado num�eriamente la regi�on que separa las fases on�nantey Higgs, ver �gura 3.1. Hemos enontrado una l��nea de transiiones deprimer orden que �naliza en un punto r��tio.Para limitarnos a un espaio biparam�etrio hemos �jado el m�odulo delos ampos de Higgs a 1, o lo que es equivalente hemos tomado el l��mite�!1. Se asume generalmente que la teor��a on m�odulo �jo pertenee a lamisma lase de universalidad que la teor��a ompleta [27, 29, 28℄.Para el �alulo de los exponentes r��tios hemos usado fundamental-mente t�enias de tama~no �nito, ver Ap�endie C. Los resultados presen-tados son el produto de 8 meses de CPU de la m�aquina RTN de Zaragoza.45



46 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){HiggsEn la primera sei�on exponemos la formulai�on del modelo, en la si-guiente desribimos los asos l��mites del modelo dando, por ompletitudde la presentai�on, algunos �alulos de ampo medio y la demostrai�on delTeorema de Shrok. Hemos reido �util desarrollar on detalle los �alulos yaque estos se presentan en la literatura de forma muy esquem�atia. Pasamosposteriormente a desribir algunos sistemas relaionados. Luego se de�nenlos diferentes observables medidos. Finalmente damos los resultados de lassimulaiones y las onlusiones [30, 31, 32℄.3.2 Formulai�on del modeloLa ai�on de un ampo esalar on autointerai�on y on una simetr��a U(1)loal (modelo U(1){Higgs) puede esribirse en el ret��ulo omoS = �� Xr;�<� ReUr;�� � �Xr;� Re ��rUr;��r+�+�Xr (j�rj2 � 1)2 + 4�Xr j�rj2; (3:1)donde por r denotamos un punto en el espaio 4{dimensional, los ��ndiesgriegos �; � 2 f1; 2; 3; 4g representan las 4 direiones, �r es el valor delampo esalar en r, Ur;� es el ampo gauge, perteneiente al grupo U(1),y �nalmente Ur;�� es la plaqueta de�nida por el punto r y las direiones� y �.Asumiremos que la ai�on (3.1) para � �nito pertenee a la misma lasede universalidad que aquella en la ual se ha tomado el l��mite � ! 1.Se puede ver que tomar este l��mite es equivalente a �jar el m�odulo de losampos Higgs a 1, por lo ual, salvo una onstante aditiva, la ai�on quedaomo S = �� Xr;�<�ReUr;�� � �Xr;� Re ��rUr;��r+�: (3:2)Con las de�niiones atuales se puede ver que tanto los ampos gaugeomo el ampo esalar toman valores en el grupo U(1).3.3 Comportamiento r��tio3.3.1 Desripi�on del espaio de par�ametrosEn esta sei�on estudiaremos someramente los diferentes l��mites de la ai�on(3.2) uando los par�ametros � y � toman valores extremos.



3.3. COMPORTAMIENTO CR�ITICO 47� =1En este aso los ampos gauge est�an ongelados y la ai�on que queda es:S = ��Xr;� Re ��r�r+�: (3:3)Esta ai�on tiene una simetr��a O(2) global. Gen�eriamente el modeloO(N) en uatro dimensiones presenta una transii�on ontinua entre unafase desordenada, on simetr��a expl��ita O(N) a bajo �, y una fase orde-nada, a alto �, donde la simetr��a O(N) se ha roto quedando una simetr��aO(N � 1). El teorema de Goldstone nos die que la fase ordenada tieneN�1 bosones de Goldstone sin masa (ondas de esp��n). La transii�on de fasees de segundo orden [33℄. Podemos estimar la � usando la aproximai�onde ampo medio (MF) para ello usaremos la desigualdad onvexa (2.30).Podemos reesribir la ai�on de este modelo omo:S = �� X<ij> os(�i � �j)� hXj os(�j); (3:4)donde h es el ampo magn�etio. Introduzamos un par�ametro variaionalH on dimensiones de ampo magn�etio y siguiendo la notai�on del ap��tulo2 denotemos: � = exp((H + h) os�)R 2�0 d� exp((H + h) os�) ; (3:5)f = � X<ij> os(�i � �j)�HXj os�j : (3:6)Siguiendo los mismos pasos llegamos a la siguiente ota superior a laenerg��a libre por esp��n del sistema:fxy � H I1(H + h)I0(H + h) � log I0(H + h)� �d�I1(H + h)I0(H + h)�2 � f: (3:7)Donde d es la dimensi�on del sistema y f � � 1V logZ . A esta ota superior ladenominaremos energ��a libre en la aproximai�on de ampo medio. Adem�asen esta aproximai�on la magnetizai�on por esp��n ser�a:m = hos�i = I1(H + h)I0(H + h) : (3:8)I0 est�a de�nida por: I0(z) = 12� Z 2�0 d�ez os �; (3:9)



48 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){Higgse I1 es la derivada primera de la funi�on I0 (Funiones de Bessel reduidas[34℄). Para alular el potenial en t�erminos de la magnetizai�on deberemosrealizar una transformada de Legendre e invertir la relai�on entreM yH+h.Desarrollando en serie de Taylor la euai�on (3.8) tenemos:m(z) = z2 � z216 + z596 � 11z76144 + 19z961440 +O(z11); (3:10)donde z � H + h. Invirtiendo esta serie obtenemos:z(m) = 2m+m3 + 5m56 + 19m724 + 147m9180 +O(m11): (3:11)Por otra parte la transformai�on de Legendre a realizar es:v(�;M) = hm+ f(�; h): (3:12)Sustituyendo los valores alulados anteriormente tenemos:v(m) = (1� �d)m2 + m44 + 5m636 + 19m8192 + 61m10600 +O(m12): (3:13)Por lo tanto, siguiendo a Landau [35℄ podemos a�rmar, a la vista deeste potenial, que el sistema presenta una transii�on de fase de segundoorden en � = 1d .Dado que el ampo medio elimina utuaiones esta estimai�on de �es una ota inferior al valor verdadero.Para enontrar una ota superior podemos partir de la desigualdad si-guiente demostrada por Fr�olih, Simon y Spener [36℄0 � bG(p) � ��1 1Pdj=1(1� os(kj)) ; (3:14)donde bG(p) es la transformada de Fourier deG(x) = hos(�x � �0)i � hos�0i2: (3:15)Tomando la transformada de Fourier inversa evaluada en x = 0 tenemos0 � G(0) � ��1I(d); (3:16)donde I(d) � Z ��� dk1:::dkd(2�)d 1Pdj=1(1� os kj) : (3:17)



3.3. COMPORTAMIENTO CR�ITICO 49Es importante notar que I(d) es divergente en d = 2 (donde no es apliableel argumento que sigue y donde la transii�on es de orden in�nito) y queuando d es grande I(d) � d�1 y que si � > I(d)hos(�0)i2 = 1�G(0) � 1� ��1I(d) > 0; (3:18)independientemente de h, por lo quehos�0ijh=0 > 0: (3:19)Es deir, si � > I(d), hay magnetizai�on espont�anea, as�� tenemos la si-guiente ota superior � � I(d): (3:20)por lo que la transii�on tendr�a que ser en I(d) o a � inferior. Si partiula-rizamos ambos resultados a dimensi�on 4 tenemos:0:250 � � � 0:311: (3:21)� = 0La ai�on resultante es la teor��a U(1) pura. Este sistema presenta unatransii�on entre una fase m�aximamente desordenada, fase Con�nante (a �baja), y una fase tipo Coulomb (que presenta fotones libres y un potenialest�atio entre dos argas) a � alta [37℄. La transii�on es de primer orden,situada aproximadamente en � = 1.Apliando un teorema debido a Shrok [38℄, se puede reesribir la teor��aompleta a peque~no � omo una teor��a U(1) pura on un aoplamientoque di�ere de � en un t�ermino proporional a �4. As�� podemos extenderla transii�on de � = 0 a peque~nos �'s. Para demostrar este teorema de-sarrollaremos mediante strong oupling la parte Higgs, ya que asumimosque �� 1, obteniendo:Z = Z d[U ℄ expf� Xr;�<� ReUr;��g�Z d[�℄ f1 + 12(�2 )2 Xl (Ll + L+l )!2 + 14! ��2�4 (Xl (Ll + L+l ))4 g ;donde Ll � ��rUr;��r+�, l denota el link yPl es la suma a todos los links.Las potenias impares no apareen ya que al perteneer los ampos Higgsal grupo U(1) se anulan porqueZ 2�0 d�en� = 0; si n 6= 0: (3:22)



50 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){Higgson tantos Ll omo L+l . Realizando las sumas obtenemos que el oe�ientede (�2 )2 es el n�umero de links del ret��ulo. No apareen ampos gauge aeste orden ya que se agrupan omo UU+, que al ser matries unitarias danlugar a la identidad.El orden uarto nos proporiona una ontribui�on an�aloga a la anteriory otra que es proporional a la plaqueta (Ur;��), esto es debido a que elt�ermino que ontribuye es del tipo:Xi;j;k;lLiLjL+k L+l : (3:23)Emparejando los links i; k y j; l obtenemos una ontribui�on indepen-diente de U (obviamente tambi�en hay que onsiderar i; l y j; k). Pero sielegimos los uatro links de forma que onstruyan una plaqueta, osa quepodemos haer al estar dos de ellos onjugados, la ontribui�on �nal ser�aproporional a la plaqueta. Calulando los orrespondientes fatores om-binatorios obtenemos la siguiente expresi�on para la funi�on de partii�onZ = Z d[U ℄e�Pr;�<� ReUr;���( 1 + ��2�2 nl + 12 ��2�4 n2l + ��2�4 Xr;�<�ReUr;�� ) :donde por nl hemos denotado el numero de links del ret��ulo. Si reexpre-samos omo exponeniales los polinomios anteriores (a orden O(�6) ambasson equivalentes) tenemosZ = C Z d[U ℄e�effPr;�<� ReUr;�� ; (3:24)donde C es una onstante que depende s�olo de � y por lo tanto es irrelevantey �e� = � + ��2�4 : (3:25)Por lo tanto est�a demostrado el teorema.� =1Podemos realizar la siguiente transformai�on gauge loal del sistemagr = ��r;gr+� = ��r+�: (3.26)



3.3. COMPORTAMIENTO CR�ITICO 51Donde gr es la transformai�on gauge loal en el punto r. Es posible realizaresta elei�on ya que los ampos de Higgs perteneen tambi�en al grupo gaugeU(1). Es deir, hemos elegido el gauge unitario. En esta elei�on de gaugedesapareen los ampos de Higgs, todos son iguales a la unidad, y la ai�on(3.2) se redue a: S = �� Xr;�<� ReUr;�� � �Xr;� ReUr;�: (3:27)Si realizamos el l��mite �!1 obtenemos que las �unias on�guraiones delos ampos gauge que ontribuyen son aquellas que veri�an ReUr;� = 1.Por lo tanto la ai�on queda trivial y no hay transii�on de fase. La situai�onambia uando los ampos de Higgs tienen arga mayor que 1, en este asola teor��a l��mite es la teor��a gauge Z(q).� = 0La situai�on orresponde a un modelo de espines on un desorden annealed(el desorden esta en equilibrio termodin�amio on los ampos de Higgs [39℄,onsultar el ap��tulo 6 para una disusi�on del desorden m�as amplia). Laai�on es: S = ��Xr;� Re ��rUr;��r+�: (3:28)Este modelo no presenta una transii�on de fase ya que podemos trabajaren el gauge unitario y llevar los ampos de Higgs a 1. La integral funionalsobre los ampos de Higgs es trivial y la parte gauge es una teor��a separable,sin interai�on.Interior del espaio de par�ametrosEl diagrama de fases de este modelo fue estudiado en la referenia [40℄y est�a reogido en la �gura 3.1. Posteriores estudios han ompletado susresultados.En el punto \C", punto triple, hay onsistenia de las tres fases: Coulomb,Higgs y Con�nante.Si onsideramos � 6=1 la mayor modi�ai�on es que el punto �nal \D"tiende al eje � = 0 onforme � ree y �nalmente lo orta.La l��nea \B-C" es una l��nea de transiiones de segundo orden, la l��neavertial \A-C" es de primer orden y veremos en este ap��tulo que la l��nea\D-C" es, de nuevo, de primer orden. El punto �nal \D" de auerdo onnuestro estudio es de segundo orden.
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Figura 3.1: Diagrama de fases del modelo U(1){Higgs.



3.4. SISTEMAS RELACIONADOS 533.4 Comportamiento r��tio en sistemas re-laionadosLa estrutura de la l��nea \C-D" sugiere que nuestro modelo es similar auna amplia variedad de sistemas omo por ejemplo el modelo de Ising onampo magn�etio o la transii�on de fase l��quido-vapor.El modelo de Ising on interai�on de primeros veinos tiene omo ai�onS = �J X<ij>SiSj � hXi Si; (3:29)que presenta una l��nea de transiiones de fase de primer orden (h = 0; J > J)que �naliza en un punto r��tio J.La posii�on de este punto se puede determinar estudiando el omporta-miento r��tio de la magnetizai�on sobre la l��nea de primer orden, que eneste aso debido a la simetr��a de la ai�on h ! �h es una l��nea reta onh = 0. La magnetizai�on se omporta omo:M � (J � J)� ; J > J: (3:30)Los exponentes � y  son de�nidos respetivamente del omportamientor��tio del alor espe���o y de la suseptibilidad:C � jJ � Jj��; (3.31)� � jJ � Jj� : (3.32)Los tres exponentes r��tios de�nidos anteriormente veri�an la relai�onde esala: �+ 2� +  = 2: (3:33)Como ya se ha itado, otro modelo an�alogo es la transii�on l��quido{vapor. Se puede ver que ambos modelos perteneen a la misma lase deuniversalidad [18℄. Asumimos para ello que las part��ulas est�an situadas enuna red disreta, y de�nimos un n�umero de oupai�on ni en ada punto i,que puede ser 0 o 1. Si postulamos un potenial de interai�on tipo esferasduras podemos asignar a este potenial una interai�on a primeros veinosque favoreza la oupai�on de los veinos va��os. Si �nalmente a~nadimos unpotenial qu��mio, es deir, una fuente aoplada al n�umero de part��ulas,obtenemos � �H = J X<i;j> ninj � �Xi ni; (3:34)que est�a relaionado trivialmente on el modelo de Ising mediante la transfor-mai�on Si = 2ni � 1.



54 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){HiggsLa falta de una simetr��a implia que la l��nea de las transiiones de fasede primer orden ya no es una l��nea reta y que desonoemos la loaliza-i�on sobre esta l��nea del punto r��tio. En este sistema se han medido losexponentes r��tios resultando iguales , dentro del error experimental, a losdel modelo de Ising en 3 dimensiones.Por otra parte, en nuestro modelo no tenemos una simetr��a expl��ita deltipo de la del modelo de Ising as�� que no podemos determinar la posii�on yla pendiente de la l��nea de transii�on, la ual debe de ser alulada mediantem�etodos num�erios. Sin embargo, podemos de�nir los exponentes r��tiosde una manera similar.3.5 ObservablesDebido a la existenia de dos aoplamientos podemos de�nir las energ��asde las plaquetas y de los links (intensivas) omo:EP = 16V Xr;�<�ReUr;�� ; (3.35)EL = 14V Xr;� Re ��rUr;��r+�; (3.36)donde V = L4 es el volumen del ret��ulo, en t�erminos de las energ��as de�-nidas la ai�on puede ser esrita omo� S = �EP 6V + �EL4V: (3:37)Con estas de�niiones EP y EL toman valores en el intervalo [�1; 1℄.EP!1 uando �!1 y EL!1 uando �!1. Adem�as hEP i = hELi = 0uando � = � = 0.Finalmente podemos esribir la funi�on de partii�on de la siguienteforma Z(�; �) = Z d[U ℄d[�℄e�S: (3:38)Debido a que el numero de links (4V ) es diferente del n�umero de plaque-tas (6V ) es onveniente introduir el par�ametro �0 � 2�=3 para simetrizarla ai�on.Podemos alular, en estos nuevos par�ametros, la matriz de utua-iones, o de orrelaiones onexas,Fij �< EiEj > � < Ei >< Ej >= 1(6V )2 �2 logZ(xi; xj)�xi�xj ; (3:39)



3.5. OBSERVABLES 55donde x1 = �; x2 = �0; E1 = EP ; E2 = EL: (3:40)En ada punto del espaio de par�ametros (�0; �00) la matriz F puedeser diagonalizada, llamaremos �max y �min al autovalor m�aximo y m��nimorespetivamente. La matriz F ser�a diagonal en las nuevas oordenadas, queestar�an relaionadas on las originales mediante una rotai�on de �angulo �? � � os � + �0 sin �; (3.41)k � �� sin � + �0 os �: (3.42)De lo anterior se dedue que los siguientes operadores est�an desorrela-ionados E? � E1 os � +E2 sin �; (3.43)Ek � �E1 sin � +E2 os �: (3.44)En t�erminos de estas nuevas antidades podemos reesribir la ai�onomo � S = (?E? + kEk)6V: (3:45)Si asumimos que el punto \D" es de segundo orden, se esperar�an diver-genias en algunas magnitudes termodin�amias. Si usamos la analog��a onel modelo de Ising desarrollada en la sei�on anterior, podemos esribir lassiguientes f�ormulas para las, previamente de�nidas, antidades termodin�a-mias:�E?(k) � �f�? ����?=a+ � �f�? ����?=a� � (k � k)� ; k < k; (3:46)�(k) � �2f�2? ����?=a = (6V )�max � jk � kj� ; (3:47)C(k) � �2f�2k �����?=a = (6V )�min � jk � kj��; (3:48)donde f � 16V logZ es la energ��a libre intensiva, � es la suseptibilidad yC es el alor espe���o. Hemos denotado por a el valor de ? en la l��nea detransiiones de primer orden, que omo veremos es independiente de k enla regi�on del espaio de par�ametros de inter�es para nosotros, zona eranaal punto \D".El omportamiento r��tio para �E? es an�alogo a la magnetizai�on enel modelo de Ising. Denotamos por �E? la diferenia entre E? en la faseon�nante y en la fase Higgs uando ?!a.



56 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){Higgs3.6 El m�etodo num�erioPara simular el grupo U(1) hemos usado el subgrupo ZN on N = 1024,debido a que en la regi�on de inter�es las utuaiones de las variables songrandes, t��piamente del orden de un radi�an, y la transii�on de fase asoiadaa este grupo disreto, ZN , aparee a una � = 0:78=(1 � os 2�N ) [41℄, siN = 1024 entones � = 1:36� 108 que est�a muy lejos de la regi�on de �'sque vamos a estudiar en este trabajo.El algoritmo de update es Metropolis on paso variable y on una aep-tania del 60 %.Adem�as, hemos usado intensivamente el m�etodo de la densidad espetralpara movernos en el espaio de par�ametros. Ha resultado muy �util paraenontrar el pio del alor espe���o y orregir los valores de los par�ametrospara ir aer�andonos a la transii�on. Conretamente trabajamos �jando elvalor de � y busando el valor de �, punto r��tio aparente, para el ualla utuai�on de la energ��a tuviera un m�aximo y si la simulai�on no est�asu�ientemente era del \punto r��tio aparente", ajustar de nuevo lospar�ametros para una nueva simulai�on.Para onstruir los histogramas hemos disretizado E? usando ien sub-intervalos, onstruyendo as�� su orrespondiente histograma (�gura 3.2, partesuperior). Mediante este histograma y on la ayuda del m�etodo de la den-sidad espetral alulamos los distintos valores de E? y �E?=�? (orrela-i�on onexa de E?), en el entorno del punto de la simulai�on, determinandola mejor aproximai�on al punto �jo busando el m�aximo de la derivada (�-gura 3.3).Tambi�en nos hemos movido en ambas direiones. El autovetor o-rrespondiente al autovalor m��nimo de la matriz de utuaiones, es paraleloa la l��nea de transii�on. Por lo que el rango de apliabilidad en la direi�onk es grande (ver Ap�endie A).Tambi�en hemos usado, el m�etodo de los multihistogramas (ap�endieA). Este m�etodo a�una toda la informai�on proveniente de un ret��ulo dado.Este m�etodo ha sido muy �util para algunos observables. (�gura 3.4).Normalmente el m�etodo de la densidad espetral es muy �util para enon-trar el valor del aoplamiento donde el valor de alg�un observable es m�aximo.En este ap��tulo lo hemos usado para loalizar la l��nea de transiiones \C-D" �jando k. Sin embargo, para loalizar el punto \D", nos deber��amosmover en la direi�on k, pero no hemos enontrado el m�aximo de ning�unobservable senillo en esta direi�on, as�� que la utilidad de este m�etodo paraenontrar el punto \D" es muy reduida.Los errores asoiados a las medidas han sido estimados mediante elm�etodo del jakknife (Ap�endie A). Para estimar el tama~no de los bloquesrealizamos una primera estimai�on de la orrelai�on en el tiempo de Monte



3.6. EL M�ETODO NUM�ERICO 57

0

1000

2000

3000

4000

5000

n

0.60 0.65 0.70 0.75

E
⊥

 

0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

f

Figura 3.2: En la parte superior presentamos un histograma tipo de lavariable E?. En la parte inferior representamos el ajuste on un ubispline a los dos m�aximos que nos permite evaluar el alor latente. Losdatos orresponden a 500000 pasos de Monte Carlo en un ret��ulo L = 16en el punto (�; �) = (0:8495; 0:525).
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Figura 3.3: En la parte superior presentamos E? y en la inferior �E?=�?obtenidos usando el m�etodo de la densidad espetral en una simulai�on a(�; �) = (0:8495; 0:525) on 500000 pasos de Monte Carlo. Los ��rulosllenos representan el punto de la simulai�on.
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Figura 3.4: Ejemplo de algunos histogramas usados en el m�etodo de ladensidad espetral de L = 8 en la parte superior y L = 12 en la parteinferior. La olumna de la izquierda orresponde a los par�ametros (�; �) =(0:854; 0:52) mientras que en la olumna de la dereha (�; �) = (0:835; 0:54).
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Figura 3.5: Valor medio de EL omo funi�on de (�; �) alulado medianteel m�etodo de los multihistogramas era del punto r��tio en un ret��uloL = 8.Carlo y onstruimos bloques estad��stiamente independientes.Para realizar los ajustes hemos usado fundamentalmente la rutina MI-NUIT que est�a inluida en las librer��as del CERN.3.7 MedidasEn ada simulai�on (� y � �jos) almaenamos las energ��as de las plaquetasy de los links para onstruir sus orrespondientes histogramas. Finalmenteonstruimos un histograma bidimensional en el plano (EP ; EL) (�gura 3.4).Uno puede moverse en ualquier direi�on del plano (�; �) usando elm�etodo de la densidad espetral en su versi�on bidimensional (Ap�endie A).Como ejemplo de esto, en la �gura 3.5, est�a representado el valor medio deEL omo funi�on de los par�ametros mediante el m�etodo de los multihisto-gramas.



3.7. MEDIDAS 61Sin embargo la mayor parte del trabajo presentado en este ap��tulo hasido obtenido mediante histogramas unidimensionales. Para realizar estoefetuamos una rotai�on en el espaio de par�ametros en orden a disretizarla energ��a E?. Hemos usado la simpli�ai�on de usar el mismo �angulo derotai�on para todos los tama~nos y todos los puntos en el espaio de par�a-metros. Esto lo haemos as�� ya que en la regi�on de inter�es este �angulo var��amenos que el 1%, as�� que el error ometido es despreiable en la mayor��ade los observables. �Uniamente hemos medido el m��nimo autovalor �mindiagonalizando diretamente la matriz de utuaiones en ada simulai�on.Otra antidad importante de alular es el alor latente, que es la dife-renia de E? a ambos lados de la l��nea de primer orden. Debido al efetot�unel este observable no est�a bien de�nido en un ret��ulo �nito. Nosotroslo estimaremos a partir del histograma de energ��as en el punto r��tio, elalor latente ser�a la distania entre los dos m��nimos del potenial efetivoen la l��nea de primer orden, esto es, la distania entre los dos m�aximos enel histograma (�gura 3.2, parte superior). Desafortunadamente los datosnum�erios nos produen un histograma que es una funi�on suave on unaomponente de ruido. Por lo tanto es dif��il realizar una estimai�on delm�aximo. Nosotros hemos utilizado, para disminuir el error estad��stio, unajuste mediante un ubi spline de ada una de las dos regiones eranasa los dos m�aximos, as�� se puede medir f�ailmente la distania entre losm�aximos de dos funiones suaves, que ser�a nuestra estimai�on del alorlatente (�gura 3.2, parte inferior).El n�umero de iteraiones realizadas en los ret��ulos m�as grandes para� 2 [0:52; 0:54℄ han sidoL � no iteraiones de Monte Carlo16 0.52 200 �10316 0.525 500 �10316 0.5275 600 �10316 0.53 800 �10316 0.54 200 �10324 0.52 100 �10324 0.5275 800 �10324 0.53 200 �103as�� que en el entorno del punto r��tio hemos realizado alrededor de ienmil iteraiones de Monte Carlo.



62 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){Higgs3.8 ResultadosEn primer lugar �jaremos � � 0:96; (3:49)que es dentro del 1% el valor que hemos usado para el �angulo de la matrizde utuai�on.Dado que no hay una simetr��a expl��ita omo en el modelo de Ising laretitud de la l��nea de transiiones de primer orden no puede ser asumiday por lo tanto el �angulo de rotai�on obtenido diagonalizando la matriz deutuaiones no es onstante sobre la l��nea de primer orden, sin embargohemos obtenido num�eriamente, que sobre la l��nea, ? es pr�atiamenteonstante, ambia menos que el 0.01% para � 2 [0:52; 0:54℄, o en t�erminosdel otro nuevo par�ametro k 2 [�0:501;�0:478℄.3.8.1 Calor latenteComo se ha esrito anteriormente el exponente asoiado on el omporta-miento del alor latente en las veindades del punto r��tio es �.Sobre la l��nea de primer orden hay una disontinuidad en E? y la dife-renia entre los valores a ambos lados de la l��nea, en el l��mite termodin�a-mio, ser�a el alor latente. Como se ha expresado anteriormente medimosel alor latente a partir del histograma de energ��as ajustando ada uno delos dos pios mediante un polinomio. Evidentemente si la altura de losdos pios no es la misma el histograma neesita, mediante el m�etodo de ladensidad espetral, una modi�ai�on en ?, para igualarlos.Debido a que Ek es ontinua sobre la l��nea ualquier ombinai�on linealde E? y Ek presentar�a la disontinuidad on la �unia ondii�on que eloe�iente de E? sea no nulo. En esta sei�on presentaremos medidas delalor latente a partir de la energ��a de la plaqueta y la ompararemos onlos datos extra��dos de la ombinai�on optima te�oria de las energ��as deplaquetas y links, que es preisamente E?. En la �gura 3.6 presentamos losdatos relativos a E? frente a k, mientras que en la �gura 3.7, presentamoslos datos referidos a la energ��a de la plaqueta, en funi�on de L.Aunque el omportamiento r��tio de este observable en ambas �gurases apreiable en prinipio es dif��il una determinai�on preisa del exponenter��tio �.En prinipio hay que remarar que la euai�on (3.46) s�olo se satisfaeen el l��mite termodin�amio. En un ret��ulo �nito uno esperar��a violaionesa la ley �E? = A(k � k)� , sin embargo podr��amos suponer que la i-tada violai�on se tradujera en una dependenia de los par�ametros A; ky�on el tama~no del ret��ulo. En partiular uno esperar��a una dependenia
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Figura 3.8: Calor latente al uadrado, �E2?, en funi�on de k.muy fuerte de k on L omo estudiaremos en el ap�endie C. Para alu-lar los exponentes ajustaremos todos los datos on � independiente de L,permitiendo una dependenia en el tama~no �nito de los otros par�ametros.Suesivamente iremos eliminando los datos del ret��ulo m�as peque~no parair observando el omportamiento asint�otio de los par�ametros. El resultadopara la plaqueta es L = 12; 16 � = 0:54(6)L = 16 � = 0:47(9) (3:50)Mientras que para los datos de E?L = 6; 8; 12; 16 � = 0:53(7)L = 8; 12; 16 � = 0:53(7)L = 12; 16 � = 0:55(9)L = 16 � = 0:50(11) (3:51)Aunque, en ambos asos, los errores estad��stios no nos permiten ob-servar una tendenia mon�otona, ambas series apuntan al valor l�asio delexponente, i.e. � = 12 .En la �gura 3.8 presentamos los datos del alor latente al uadrado
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Figura 3.9: M�aximo autovalor de la matriz de utuaiones en funi�on dek. La l��nea ontinua ha sido obtenida mediante el m�etodo de los multi-histogramas.extraido de E? en funi�on del par�ametro k para los puntos eranos alpunto r��tio. Los datos son ompatibles on un ajuste lineal.Aunque ambos onjuntos de datos est�an orrelaionados, EP y E?, noson ompletamente dependientes, de modeo que las estimaiones anterioresadem�as de ser �utiles omo test de onsistenia permiten mejorar la estima-i�on para el valor de �.3.8.2 Autovalor m�aximoUna forma alternativa de alular el exponente � es midiendo la utuai�onde la energ��a. Anteriormente hemos denotado por �max la utuai�on enE?. En el l��mite termodin�amio se veri�a que �max = (�E?)2=4 (ladistribui�on de probabilidad de E? est�a ompuesta por la suma de dosdeltas de Dira). Es interesante remarar que medir �max es equivalentea medir el uadrado de la magnetizai�on (en un sistema magn�etio) paraeliminar as�� anelaiones debidas al efeto t�unel.En la �gura 3.9 presentamos la evolui�on de �max omo funi�on de k
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Figura 3.10: Inverso de la suseptibilidad en ausenia de oexistenia defases omo funi�on de k. La l��nea ontinua se ha obtenido mediante elm�etodo de los multihistogramas.para diferentes ret��ulos. Vemos una ventana, para los ret��ulos grandes,que es asi lineal. Como �max = A(k � k)2� entones � es erano a 1=2.Hay que se~nalar que el error estad��stio de �max es muho menor queel orrespondiente al alor latente. Desgraiadamente la desviai�on delautovalor m�aximo del uadrado del alor latente es grande debido a efetosde tama~no �nito y por lo tanto no es direto obtener una estimai�on preisadel exponente � y su error a partir del autovalor m�aximo. En la �gura 3.9,se muestra el omportamiento pr�atiamente lineal de �max(k).3.8.3 SuseptibilidadLa suseptibilidad � = �E?=�? est�a relaionada on el autovalor m�aximode la matriz de utuaiones uando no hay oexistenia de fases y sumedida es direta: � = 6V �max. Cuando k < k deberemos medir � en? era de la l��nea de primer orden y despu�es de esto tomar el l��mite a lal��nea desde uno de los dos lados. Alternativamente, y este es el m�etodo queseguiremos, podemos dividir el histograma en E? en dos partes y medir
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Figura 3.11: Inverso de la suseptibilidad a ambos lados de la transii�on.S�olo para datos de los ret��ulos L = 16 (��rulos) y L = 24 (tri�angulos).la utuai�on en ada mitad. En el l��mite termodin�amio ambos m�etodosson equivalentes. Sin embargo, para ret��ulos peque~nos y era del puntor��tio los dos pios del histograma se solapan y la medida de � no puedeser preisa.En la �gura 3.10 representamos 6V �max que s�olo puede llamarse sus-eptibilidad uando k > k.Los efetos de tama~no �nito no nos permiten usar los puntos aluladospara ajustar a la ley asint�otia (3.47) y alular . Para onseguir estotenemos que tomar el l��mite termodin�amio de los datos y entones realizarel ajuste requerido. Hay que apuntar que el tomar el l��mite termodin�amiointrodue un error sistem�atio dif��il de alular y por lo tanto el error quedamos es s�olo la parte estad��stia. Nuestro resultado es = 1:13(17) (3:52)que est�a de auerdo on la predii�on de la Teor��a de Campo Medio,  = 1.En la �gura 3.11 representamos los resultados para � en los ret��ulosgrandes, inluyendo tambi�en los valores para k < k obtenidos dividiendoen dos partes el histograma. Podemos obtener una estimai�on m�as preisa



3.8. RESULTADOS 69alulando la dispersi�on exluyendo la regi�on entral; alulamos la disper-si�on en la primera fase integrando sobre la parte izquierda del primer pio, yen el segundo, integrando sobre la parte dereha del segundo pio. El errorque aumulamos es dif��il de evaluar, pero podemos estimarlos omparandolos resultados de ambos pios (�gura 3.10).Si imponemos en el ajuste que los exponentes r��tios son los mismosa ambos lados de la transii�on ( = 0) obtenemos (despu�es de exluir lospuntos eranos al punto r��tio, los uales tienen grandes orreiones atama~no �nito) un valor para  erano a 1.Adem�as, es importante se~nalar que la divergenia de la suseptibili-dad mientras nos aeramos al punto r��tio es una lara evidenia de unomportamiento de segundo orden en el punto �nal \D".3.8.4 Calor espe���oEl autovalor peque~no de la matriz de utuaiones est�a relaionado on laenerg��a Ek �min = 16V �Ek�k (3:53)As�� que siguiendo la analog��a on el modelo de Ising lo llamaremosalor espe���o. Dado que �Ek=�k � Ajk � kj��, V �min presentar�a unadivergenia en el punto r��tio si � > 0. Si � = 0 la divergenia ser�alogar��tmia y por lo tanto muy dif��il de observar.Determinar el autovalor peque~no de una matriz on el otro autovalorbastante mayor no es una tarea f�ail. Sin embargo, hemos obtenido de-terminaiones preisas. N�otese que el autovalor peque~no es la anhura delhistograma bidimensional (ver �gura 3.4) el ual puede laramente distin-guirse de su longitud (autovalor m�aximo).En la �gura 3.12 representamos V �min omo funi�on de k. La auseniade una divergenia en el punto r��tio exluye pr�atiamente la posibilidadde un valor positivo de �.En sentido estrito, uando hay oexistenia de fases hay que alular elautovalor m��nimo para las dos fases. Para ret��ulos grandes el histogramabidimensional se hae muy estreho, y la diferenia del �angulo en ada fasehae que el autovalor m��nimo para el histograma ompleto reza (�gura3.12). En ualquier aso esto no modi�a nuestras onlusiones sobre elomportamiento era del punto r��tio.3.8.5 An�alisis de tama~no �nitoEl exponente r��tio � ha sido alulado mediante t�enias de tama~no �nito.Conretamente hemos estudiado el orrimiento del punto r��tio aparente



70 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){Higgs

-0.51 -0.50 -0.49 -0.48 -0.47

c
||

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

∂
E

||/∂
c

||

Figura 3.12: Autovalor m��nimo de la matriz de utuaiones en funi�on dek.
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Figura 3.13: k(L) en funi�on de 1=L2.omo funi�on del tama~no del ret��ulo. Esperamos que el desplazamientosiga la siguiente ley (Ap�endie C.)�k(L) � L� 1� : (3:54)En la �gura 3.13 dibujamos los valores obtenidos ajustando los datosprovenientes del alor latente para ada ret��ulo, habiendo �jado el valorde � igual a 1=2. Haiendo un ajuste a tres par�ametros obtenemos� = 0:52(4): (3:55)Hemos omprobado que movi�endonos en �, dentro de su error, el valoranterior se mantiene dentro del error. Si usamos los datos de la energ��a dela plaqueta obtenemos el siguiente resultado, ver �gura 3.14,� = 0:47(4): (3:56)De ambas estimaiones de � se puede pr�atiamente exluir que � 6= 12 .Para el pio del alor espe���o esta teor��a de tama~no �nito predie unaley Cmax(L) � L�=� : (3:57)
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Figura 3.14: Punto r��tio aparente k en funi�on de 1=L2.



3.9. CONCLUSIONES 73En la sei�on anterior hemos enontrado fuertes evidenias de que � � 0por lo que hemos intentado ajustar el saling del pio del alor espe���oon el tama~no del ret��ulo on una f�ormula similar a la que aparee en lateor��a ��44, es deir: Cmax(L) � (logL)b: (3:58)Donde b = 1=3 en la teor��a ��44, desgraiadamente los errores estad��s-tios no han sido su�ientemente peque~nos para que el MINUIT pudierarealizar un buen ajuste, por lo que no podemos dar resultados. Esto mismoles ha ourrido a los autores de la referenia [42℄ en el aso de la eletro-din�amia no ompata ( Sgauge �PU2ij ).3.9 ConlusionesHemos enontrado un punto r��tio donde podemos de�nir unos exponentesr��tios an�alogamente a omo se de�nen en los modelos de espines ferromag-n�etios. Hemos loalizado on preisi�on este punto que tiene omo oorde-nadas: ? = 0:77391(2);k = �0:494(1): (3:59)que orresponden a � = 0:8485(8); � = 0:5260(9). Aunque anteriormentehemos �jado en (3.49) el �angulo de rotai�on �, nuestra mejor estimai�on deeste �angulo, que diagonaliza la matriz de utuai�on en el punto r��tio, es� = 0:963(3).La extrapolai�on al l��mite termodin�amio de los valores del alor latentepara diferentes ret��ulos tiene un l��mite diferente de ero uando k < k loque demuestra que la l��nea entre la fases Higgs y Con�nante es una l��neade primer orden.Ajustando nuestras estimaiones del l��mite termodin�amio para el in-verso de la suseptibilidad vemos que se aproxima a ero uando nos aproxi-mamos al punto \D", lo que da una fuerte evidenia de que en este puntohay una transii�on de fase de segundo orden, i.e. es un punto r��tio.Nuestras estimaiones de los exponentes r��tios son ompatibles onlos valores l�asios de estos: � = 0; � = 1=2;  = 1; � = 1=2.Como problema abierto queda la araterizai�on del ujo del grupo derenormalizai�on en el entorno de este punto 1. El examen de los autovalores1Debido a la poa estad��stia de �alulos previos [27℄ ser��a onveniente alular elujo en todo el espaio de par�ametros. En este trabajo dan un ujo del grupo de renor-malizai�on en la l��nea diagonal, la que hemos estudiado en este ap��tulo, haia el puntor��tio �nal. De los datos que hemos presentado es laro que la longitud de orrelai�onaumenta onforme nos aeramos al punto �nal por lo que el ujo de renormalizai�onir�a en sentido ontrario.



74 Cap��tulo 3. El Modelo U(1){Higgsen el entorno del punto r��tio nos dir�a uantos par�ametros independientestendr�a el l��mite ontinuo renormalizado de la teor��a . El n�umero de lospar�ametros independientes de la teor��a renormalizada ser�a igual al n�umerode autovalores relevantes o marginales relevantes, es deir, igual al n�umerode aoplamientos relevantes.Otra posibilidad es alular las onstantes renormalizadas en el entornode este punto siguiendo los �alulos itados en la referenia [43℄.



Cap��tulo 4Los Modelos U(1){Higgson arga q = 8 y Z(8)puro gauge4.1 Introdui�onHist�oriamente los modelos que primero se simularon, dentro de las teor��asgauge en el ret��ulo, fueron los modelos gauge abelianos. Conretamentese estudiaron los grupos disretos Z(N), que uando N es grande simulanpr�atiamente el grupo U(1), el ual es de gran inter�es f��sio. El estudio deestos grupos permite extraer omportamientos t��pios que posteriormentese observan en los grupos abelianos ontinuos y es muy aesible de realizarnum�eriamente [41℄.El modelo Z(2) gauge presenta una transii�on de primer orden [44℄, en4 dimensiones, entre dos regiones masivas: � peque~na, regi�on de aopla-miento fuerte, donde la arga el�etria est�a on�nada, onoida omo faseon�nante; y la regi�on de gran �, donde la arga magn�etia est�a on�naday la el�etria es libre [45℄, onoida omo fase de Higgs.Esta desripi�on puede extrapolarse en el l��mite N !1, obteniendo elmodelo U(1). Este �ultimo modelo presenta una transii�on de fase entre unafase on�nante y una fase Coulomb, sin masa, donde las argas el�etrias ymagn�etias son libres. Esta �ultima fase es ualitativamente diferente de lafase Higgs en Z(2).El estudio de valores intermedios de N aumentar�a el onoimiento de�omo se enlazan los omportamientos a bajo N y gran N , es deir U(1).75



76 Cap��tulo 4. U(1){Higgs q = 8 y Z(8) puro gauge.Hasta N � 4 el modelo Z(N) presenta una �unia transii�on de fase deprimer orden. Mientras que para N � 5 presenta dos transiiones de fase[45, 46℄. La primera de ellas ourre a una � erana a 1, es pr�atiamenteindependiente de N . Separa una fase desordenada on�nante, donde elloop de Wilson deae siguiendo una ley de �area (la arga el�etria est�aon�nada) y una fase de Coulomb, donde el loop de Wilson deae on unaley perimetral y on masa ero (fotones libres). La segunda transii�onsepara la fase de Coulomb de una fase de Higgs donde la arga el�etriaes libre, los monopolos magn�etios est�an on�nados y el gap de masas esdiferente de ero.Adem�as de lo anteriormente rese~nado los grupos Z(N) son importantesporque usualmente se suelen usar en las simulaiones de Monte Carlo parareemplazar al grupo U(1) [47℄. Cuando N es grande la segunda transii�onque presenta Z(N) aparee a una � muy alta, no inter�riendo pr�atiamentenada en la transii�on de U(1), que aparee en � � 1.Reientemente estos modelos han sido estudiados debido a su relai�onon los modelos gauge on Higgs.Si onsideramos el modelo U(1){Higgs, on los ampos de Higgs de argaN , en el l��mite de gran aoplamiento Gauge-Higgs, obtenemos el modeloZ(N), heho ya itado en el ap��tulo anterior. Para � �nito ontin�ua latransii�on en el plano ��� [40, 48, 49, 50, 51℄, �nalizando, uando � !1,en el punto r��tio del modelo XY, que presenta una transii�on de fase desegundo orden.Las transformaiones de dualidad juegan un gran papel en el estudiode estos modelos. Si tomamos omo ai�on de partida la de Wilson, losmodelos Z(N) son autoduales, para N = 2; 3; 4, mientras que para N � 5la autodualidad es s�olo aproximada [52, 53℄.Mientras que si el modelo es exatamente autodual podemos onoerla temperatura del sistema exatamente (lo ual esta estrehamente rela-ionado on que s�olo hay una transii�on de fase en Z(N) on N � 4),mientras que uando tenemos autodualidad aproximada lo que obtenemoses una relai�on entre las temperaturas r��tias de las dos transiiones queapareen.El orden de las transiiones de fase de Z(N) para N � 5 ha sido muyontrovertido. La transii�on on � � 1 fue onsiderada iniialmente desegundo o mayor orden, mientras que atualmente se onsidera que es deprimer orden [37℄. Hasta ahora la transii�on a � grande, Coulomb{Higgs, sehab��a onsiderado de segundo orden, aunque la autodualidad aproximadaparee apuntar a que el orden es el primero. En este ap��tulo presentaremosdatos num�erios que sostienen que la transii�on es de primer orden paraZ(8) (ver �gura 4.1).Considerando el modelo Z(8) omo l��mite de un modelo U(1){Higgs



4.1. INTRODUCCI �ON 77

XY

Z(8)

U(1)

β

κ

0

�

8

8Figura 4.1: Desripi�on ualitativa del diagrama de fases del modelo U(1){Higgs on arga q � 5.



78 Cap��tulo 4. U(1){Higgs q = 8 y Z(8) puro gauge.on arga oho podemos estudiar la urva de transiiones que emerge dela transii�on de fase anterior de Z(8). Esta l��nea se ha onsiderado desegundo orden. Hemos estudiado este sistema y nuestros resultados sonompatibles on que la l��nea anterior es de primer orden al menos en unaregi�on onsiderable del espaio de par�ametros. No es posible distinguir sila zona de primer orden aaba en la transii�on de modelo XY o si �nalizaen un punto intermedio [54℄.4.2 El modelo Z(8) puro gaugePara estudiar este modelo usaremos la ai�on de WilsonS = �� Xr;�<� ReUr;�� (4:1)donde hemos usado las mismas notaiones que en el ap��tulo anterior.Como hemos diho anteriormente este modelo presenta dos transiones,una en � � 1 y otra en � � 0:78=(1� os 2�8 ) � 2:56 que aparee omo unefeto de la naturaleza disreta del grupo.Hemos elegido N = 8 omo una muestra representativa de N � 5,N�otese que onforme aumenta N , la segunda transii�on tiende a la zona de� muy grande, es deir a una zona donde la termalizai�on ser�a muy dif��il,el sistema est�a ongelado.Hemos usado un algoritmo de Metropolis on 3 hits. El rango de ret��-ulos simulados ha ido de L = 8 a L = 24. Hemos simulado los ret��ulosmenores que 16 en WorkStations mientras que para L � 16 hemos usadola m�aquina RTN.El n�umero de iteraiones realizadas se enuentra reogido en la siguientetabla: L no. pasos de MC8 80000012 17000016 26000024 750000adem�as de las iteraiones de termalizai�on y de loalizai�on del punto r��-tio.Partimos de on�guraiones fr��as ya que queremos estudiar el sistema abaja temperatura y por tanto estas on�guraiones est�an m�as era de lason�guraiones �nales de equilibrio que si partimos de una on�gurai�onompletamente desordenada. Medimos adem�as de la energ��a del sistema el



4.2. EL MODELO Z(8) PURO GAUGE 79loop de Polyakov. Este �ultimo observable no ha sido usado para la deter-minai�on de las antidades termodin�amias relevantes, aunque ha sido degran utilidad para determinar la regi�on r��tia.Como en ap��tulos anteriores hemos usado el m�etodo de la densidadespetral para enontrar el punto r��tio y medir on preisi�on diversosobservables en el punto de transii�on. Los errores los hemos estimado me-diante el m�etodo del jakknife (Ap�endie B).Hemos obtenido para el oupling r��tio aparenteL �(L)8 2.6812(3)12 2.6776(2)16 2.67679(14)Si ajustamos los valores anteriores a una ley del tipo��(L) � �(1)� �(L) � L�y (4:2)obtenemos y = 3:3(9) (4:3)que es ompatible on el valor que uno esperar��a obtener en una transii�onde primer orden, y = 4 (en 4 dimensiones).En la �gura 4.2 presentamos en una esala bilogar��tmia los m�aximosdel alor espe���o en funi�on del tama~no del ret��ulo. Enontramos quela pendiente de esta urva, relaionada on el exponente �=�, ree hastatomar el valor orrespondiente a una transii�on de primer orden, que es�=� = 4. Para que el letor pueda omparar hemos superpuesto en laitada �gura una l��nea disontinua de pendiente 4. Podemos onluir quela transii�on es de primer orden, aunque on una longitud de orrelai�ongrande, ya que s�olo hay una evidenia lara para ret��ulos mayores que 16,por lo tanto podremos a�rmar que � � 16.Otra on�rmai�on, m�as fuerte, del ar�ater de primer orden de la transi-i�on es la estimai�on del alor latente a partir de los histogramas de energ��a.En la �gura 4.3, olumna de la izquierda, presentamos tres histogramas deenerg��a en nuestra estimai�on del punto r��tio aparente para L = 8; 12 y16. En L = 8 se puede peribir que podr��a estar naiendo una estruturaon dos pios, mientras que esta estrutura es muy lara para L � 12. Losdos pios son lo bastante laros para alular el alor latente. Los resultadospara el alor latente se presentan en la �gura 4.4. En el aso del ret��uloL = 24 debido a que el tiempo de permanenia en ada una de las fases esmuy grande hemos realizado simulaiones a ambos lados de la transii�on.El error sistem�atio debido a la falta de medii�on del punto r��tio aparente



80 Cap��tulo 4. U(1){Higgs q = 8 y Z(8) puro gauge.

κ=3

Z
8

2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2

log L

-1

0

1

2

3

lo
g

 C
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82 Cap��tulo 4. U(1){Higgs q = 8 y Z(8) puro gauge.
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Figura 4.4: Calor latente omo funi�on del inverso del tama~no del ret��uloal uadrado. Las l��neas ontinuas orresponden a ajustes lineales.ha sido estimado del error en la extrapolai�on de �(L = 24) y a~nadido alerror estad��stio.De la �gura 4.4 se dedue que existe un l��mite no nulo del alor latenteuando tomamos el l��mite termodin�amio, lo ual exluye que la transii�onsea de segundo orden, omo se ha asumido hasta ahora. Nuestra estimai�onpara el alor latente es: �E = 0:0058(4): (4:4)4.3 El modelo U(1){Higgs on arga q = 8La transii�on anterior de Z(8) puede verse omo el l��mite de la l��nea detransiiones del modelo U(1){Higgs on arga q = 8 on ai�onS = �� Xr;�<�ReUr;�� � �Xr;� Re��rUqr;��r+�: (4:5)Asumimos que los Higgs tienen m�odulo unidad, y que por tanto � y Uperteneen al grupo U(1).



4.3. EL MODELO U(1){HIGGS CON CARGA Q = 8 83En el l��mite �!1 los ampos de Higgs est�an ongelados y las variablesgauge deber�an satisfaer la relai�on U q = 1, es deir, son variables de Z(q).En el l��mite � !1 el modelo se redue al modelo XY, del ual se sabeque presenta una transii�on de segundo orden.Ha sido presentado en la literatura que la l��nea que oneta estos dosl��mites es de segundo orden. Sin embargo ya hemos dado evidenia de lanaturaleza de primer orden de la transii�on de Z(8).Para determinar el orden de la transii�on de la l��nea hemos realizadosimulaiones a � �nito. Hemos trabajado fundamentalmente en � = 3(� � 3), que est�a separada de los dos l��mites anteriores.Hemos usado un algoritmo de Metropolis on 3 hits en la parte gaugey 2 hits en la parte Higgs, on una distribui�on de intentos adaptada anuestro modelo. Hemos usado Z(1024) para reproduir U(1).Las estad��stias on las iteraiones realizadas las reogemos en la tablasiguiente L no. pasos de MC8 13000012 14000016 250000Hemos simulado ret��ulos L = 8; 12 y 16 on un n�umero total de pasosde Monte Carlo (en miles de pasos) de 130, 140 y 250 respetivamente,despu�es de las termalizaiones y la loalizai�on del punto r��tio.Para L � 12 hemos enontrado que los histogramas de energ��a en elpunto r��tio aparente presentan una estrutura de dos pios muy lara,que nos permitir�a medir el alor latente de la transii�on (�gura 4.4).Sin embargo los valores del alor latente son bastante m�as bajos que losenontrados previamente en Z(8) y por lo tanto mas dif��iles de estimar.Hay que se~nalar tambi�en que la estimai�on que damos del alor latente paraL = 8 hay que tomarla on muha preaui�on debido a que la estruturade doble pio no es lara en su histograma.Nuestros resultados para el punto r��tio aparente, de�nido omo en lasei�on anterior, son L �(L)8 3.0433(5)12 3.0369(3)16 3.03592(16)En la �gura 4.2, presentamos el omportamiento del alor espe���o.Ahora el r�egimen asint�otio (pendiente 4) omienza despu�es que en Z(8),indiando que la longitud de orrelai�on es bastante mayor.



84 Cap��tulo 4. U(1){Higgs q = 8 y Z(8) puro gauge.En la �gura 4.3, olumna de la dereha, observamos que la forma delhistograma para L = 16 para � = 3 es an�aloga al del L = 12 en Z(8). Estonos da una estimai�on somera de omo ha reido la longitud de orrelai�onal bajar por la l��nea de transiiones�(� = 3) � 43�(� =1): (4:6)Finalmente en la �gura 4.4 presentamos el omportamiento del alorlatente on el tama~no del ret��ulo L. El l��mite termodin�amio da un valordel alor latente laramente diferente de ero. Nuestro resultado para elalor latente es �E = 0:0029(3) (4:7)Tambi�en hemos realizado simulaiones en � = 2 donde el ompor-tamiento de primer orden sigue siendo laro, aunque el omportamientoasint�otio es m�as dif��il de observar.Evidentemente on los datos presentados no podemos eliminar el hehode que el l��mite de alor latente ero se alane antes de llegar al modeloXY.4.4 ConlusionesHemos estudiado la transii�on Coulomb-Higgs tanto en el modelo U(1){Higgs on arga 8 y m�odulo �jo omo en la teor��a Z(8) pura gauge.Al ontrario de los resultados previamente publiados hemos enon-trado que la l��nea de transiiones del modelo U(1){Higgs q = 8 �nalizaen una transii�on de primer orden en el l��mite Z(8) on alor latente�E = 0:0058(4).La transii�on permanee de primer orden en una gran parte del espaiode par�ametros. Hemos medido el alor latente en � = 3, enontrando�E = 0:0029(3). Hemos obtenido evidenia de que el alor latente en� = 2 es diferente de ero aunque no hemos medido el l��mite de volumenin�nito.No hemos seguido disminuyendo � y alulando el alor latente s�olo porimpedimentos t�enios, ya que la longitud de orrelai�on aumenta a lo largode la l��nea, en direi�on al modelo XY, y neesitar��amos simular ret��ulosmuho m�as grandes para obtener resultados on el grado de �abilidad aqu��presentado. Nuestros medios omputaionales nos limitan a ret��ulos delorden de 24.El alor latente ha disminuido en un fator 2 al pasar de � =1 a � = 3por lo que paree ser que no disminuye r�apidamente. Conjeturamos que elalor latente se anular�a s�olo en el punto �nal de la l��nea, en el modelo XY,



4.4. CONCLUSIONES 85aunque no podemos eliminar la posibilidad de que el alor latente se anulea una � < 2.Los resultados presentados ambian ompletamente la imagen que seten��a de este modelo. Esto es: la l��nea que separa las fases Coulomb-Higgses de primer orden, o al menos gran parte de ella, y s�olo el punto �nal esde segundo orden, el ual es el modelo XY. Este tipo de omportamiento seda en diversos sistemas entre los uales se puede itar la transii�on l��quido{vapor, el modelo U(1){Higgs en la representai�on fundamental o el modelode Ising on ampo magn�etio, en los uales s�olo el punto �nal de la l��neade transiiones es de segundo orden.



86 Cap��tulo 4. U(1){Higgs q = 8 y Z(8) puro gauge.



Cap��tulo 5Vidrios de Esp��n:Generalidades5.1 Introdui�onEn este ap��tulo omenzaremos exponiendo las arater��stias m�as impor-tantes de los vidrios de esp��n y posteriormente se presentar�a la resolui�ondel llamado vidrio de esp��n m�as simple. La resolui�on ser�a muy autoonte-nida y veremos �omo este sistema reoge ualitativamente las propiedades ysoluiones de modelos m�as ompliados. Este modelo es un sistema on in-terai�on a largo alane y en la �ultima sei�on desribiremos someramenteque ualidades de los modelos de largo alane se espera que pervivan enmodelos de orto alane m�as realistas f��siamente.5.2 GeneralidadesEn la naturaleza se pueden enontrar diversos materiales que pueden serlasi�ados omo vidrios de esp��n. Una arater��stia om�un de estos ma-teriales [66℄ es la naturaleza aleatoria de la interai�on a dos espines, unasvees es ferromagn�etia y otras vees es antiferromagn�etia. Conseuente-mente apareer�a frustrai�on,i.e. no se pueden minimizar simult�aneamentetodos los t�erminos presentes en el Hamiltoniano.Un ejemplo bastante usual de vidrios de esp��n son las aleaiones onuna baja onentrai�on de material magn�etio omo el FexAu100�x, onuna onentrai�on de hierro x = 5. En este aso la interai�on entre losespines loalizados en los �atomos de hierro es induida por las deformaiones87



88 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: Generalidadesde la super�ie de Fermi del oro. El Hamiltoniano se puede aproximar porH = �Xi;k J(xi � xk)�i�k + anisotrop��as. (5:1)La funi�on J(x) es r�apidamente osilante, as�� que en el l��mite diluido (dondela onentrai�on x tiende a ero) puede ser onsiderada omo random. Paraestudiar el sistema tendremos que dar la distribui�on de probabilidad de losaoplamientos. No onoemos u�al es el Hamiltoniano aunque s�� onoemosu�al es su distribui�on. La existenia de impurezas, que a su vez induenuna distribui�on de probabilidad en las J , nos introdue por tanto desor-den en el sistema. Pasamos de un sistema determinista, sin impurezas, aun sistema esto�astio, que denominaremos desordenado, por efeto de lapresenia de impurezas.Un modelo f��sio que reoge la mayor��a de las arater��stias desritasanteriormente es el modelo de Edward y Anderson y est�a dado porH = � X<i;j> Jik�i�k; (5:2)las variables �i son tipo Ising, la suma es a primeros veinos (omo siempreque usamos la notai�on < ij >) y las variables Jik son random. Aunqueeste Hamiltoniano es muho m�as simple que el Hamiltoniano de�nido en(5.1), simulaiones num�erias no han demostrado diferenias ruiales onlos datos experimentales.Una generalizai�on muy estudiada del modelo de Edward{Anderson(EA) es el modelo de Sherrington{Kirkpatrik (SK), que onsiste en exten-der la suma a primeros veinos del modelo EA a suma a todos los veinos.Experimentalmente se pueden identi�ar los vidrios de esp��n porqueposeen las siguientes propiedades arater��stias [67℄:� Divergenia de la suseptibilidad no lineal.1� No aparee un pio de�nido del alor espe���o.� Por debajo de la temperatura r��tia, T, la respuesta de la magneti-zai�on depende de la historia.� Por debajo de T la magnetizai�on remanente deae lentamente onel tiempo.� La suseptibilidad omienza a desviarse de la ley de Curie uandoT � T1La suseptibilidad no lineal se de�ne omo el oe�iente del ampo magn�etio alubo en la expansi�on de la magnetizai�on: m = �h+ �nlh3.



5.3. DESORDEN ANNEALED Y QUENCHED 89� Por debajo de T no hay evidenias, mediante el sattering de Bragg,de orden de largo alane.5.3 Desorden Annealed y QuenhedHay dos formas de estudiar un sistema desordenado: el desorden annealedy el desorden quenhed[67, 39℄.En primer lugar se tiene el desorden annealed, en el ual las impurezas(I), que at�uan v��a las J 's, se onsideran en equilibrio termodin�amio onlos �atomos base (S), por lo tanto la funi�on de partii�on del sistema es 2Z = TrfSg;fIg exp (��H(fSg; fIg)) ; (5:3)y la energ��a libre F = ���1 logZ : (5:4)En segundo lugar en un desorden quenhed las las impurezas est�an asiongeladas. Es deir la din�amia de los �atomos base es muh��simo m�as r�a-pida que la din�amia de las impurezas 3. Por lo tanto, es evidente que no sepuede tratar en igualdad de ondiiones a las impurezas y a los �atomos base.En este aso se alula la energ��a libre orrespondiente a una on�gurai�ondada de impurezas F (fIg) = ���1 logZ(fIg); (5:5)donde Z(fIg) = TrfSg exp��H(fSg; fIg); (5:6)y posteriormente se promedia la energ��a libre para todas las realizaionesdel desorden Fquen = Z F (fIg)P (fIg)d�[I ℄: (5:7)La euai�on se puede justi�ar de la siguiente manera. Consid�erese unret��ulo muy grande que se dividir�a en un gran n�umero de subret��ulos,ada uno de ellos a su vez muy grande, de tal forma que ada uno de estossubret��ulos se podr�a onsiderar omo miembro de un onjunto de sistemasgenerados por la distribui�on de probabilidad de las impurezas (se podr�apensar que en ada subret��ulo hay una realizai�on del desorden). Ya quelos subret��ulos son muy grandes, se despreiar�a la interai�on entre ellos.2Por traza entendemos la suma a todas las posibles on�guraiones de espines eimpurezas.3Esto es an�alogo a la aproximai�on de Born-Oppenheimer en F��sia Moleular; haydos esalas de tiempo: la de los n�uleos (impurezas) y la de los eletrones (�atomos base).



90 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: GeneralidadesEn el aso annealed omo las impurezas no est�an ongeladas ada su-bret��ulo pasar�a por todas las posibles on�guraiones.Pero en el aso quenhed no, y la energ��a libre, al despreiar los efetosde frontera, es la suma de las energ��as libres de ada subret��ulo. O de otromodo, ya que los subret��ulos son entidades independientes, la funi�on departii�on del ret��ulo iniial se fatoriza en el produto de las funiones departii�on de ada una de las subunidades. Esto justi�a la euai�on (5.7).Como se puede observar es matem�atiamente m�as fatible tratar eldesorden annealed que el desorden quenhed. En este �ultimo aso se tendr�aque alular el promedio de un logaritmo. Para realizarlo se suele usar eltruo de la r�eplia, que esta basado en la siguiente propiedad del logaritmo:logZ = limn!0 1n (Zn � 1): (5:8)Zn es la funi�on de partii�on de n r�eplias iguales que no interaionanentre ellas on las mismas impurezas. Un problema es que el l��mite n! 0nos lleva a realizar algunos pasos no muy justi�ables matem�atiamente.En lo suesivo siempre se onsiderar�a la aproximai�on quenhed.5.4 El modelo SK generalizadoEn este ejemplo apareen todas las arater��stias que normalmente se on-sideran fundamentales en el modelo SK, omo son la rotura de las r�eplias,ultrametriidad, un n�umero muy grande de estados fundamentales sepa-rados por altas barreras energ�etias, et.El sistema que estudiamos4 es la generalizai�on del modelo SK on inter-aiones a p-espines. Desribe una adena de N espines (�i = �1) on unainterai�on de alane in�nito entre p espines en el l��mite termodin�amio.Como siempre se onsidera que nuestra interai�on es random y quenhed:H = � X1�i1<i2<:::<ip�N Ji1i2:::ip �i1�i2 :::�ip : (5:9)Las aoplamientos de interai�on son variables random que pueden ser to-madas omo gaussianas. Para que la energ��a libre sea extensiva (proporio-nal a N ) la distribui�on de probabilidad de las J 's debe de ser reesaladaomo sigue: P (Ji1i2:::ip) =sNp�1�p! exp�� (Ji1i2:::ip)2Np�1J2p! � ; (5:10)4Se seguir�a muy de era el art��ulo de Gross y Mezard The simplest spin glass [68℄.Otra referenia muy importante en este tema es [3℄ y referenias inluidas.



5.4. EL MODELO SK GENERALIZADO 91es deir las J 's son variables gaussianas on varianza J2 y media ero 5.Este modelo se redue al modelo SK uando p = 2. Lo estudiaremos enel l��mite p!1 donde se simpli�a muho la resolui�on 6.Se ver�a en primer lugar que este modelo presenta una distribui�on gaus-siana de los niveles de energ��a.Para ello se alular�a la probabilidad de que una on�gurai�on dadaf�g tenga una energ��a E: P (E) = Æ(E �H(�)): (5:11)Por �O se denota: O(J; �) = Z Y dJP (J)O(J; �); (5:12)y por hOi : hO(J; �)i = 1ZJ X�i=�1 e��H(J;�)O(J; �); (5:13)donde ZJ � h1i.Para realizar el valor medio en la euai�on (5.11) se usar�a la la repre-sentai�on integral de la delta de DiraÆ(x) = 12� Z 1�1 ds eisxSustituyendo la anterior identidad se puede realizar la integrai�on sobre lasJ 's sin m�as que ompletar uadrados y realizar la integral resultante quees gaussiana. El resultado es en el l��mite N !1:P (E) = 1pN�J2 exp�� E2NJ2� (5:14)N�otese que el resultado es independiente de p y de la on�gurai�on de losespines elegida f�g.Tambi�en se puede alular la probabilidad de que dos on�guraionesde espines f�(1)g y f�(2)g tengan energ��as E1 y E2. Debido a la invarianiagauge del sistema 7 s�olo depender�an del solapamiento entre ellas, q(1;2),de�nido por: q(1;2) � 1N NXi=1 �(1)i �(2)i = q: (5:15)5Un senillo �alulo asumiendo desorden annealed nos lleva a que la funi�on de parti-i�on dependiente del volumen, N , es Z(N) = exp(C�2) donde C = J2=(4N(p�1)). Porlo tanto vemos que el modelo annealed no tiene ning�un inter�es f��sio.6Hay que tomar primero el l��mite termodin�amio y despu�es el l��mite en p.7H(�; J) = H(�0 ; J 0) y que P (J) = P (J 0) si J 0i1i2:::ip = Ji1i2:::ip(�1�01):::(�p�0p).



92 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: GeneralidadesSe enuentra que en el l��mite N !1 y uando p!1P (E1; E2; q) = P (E1)P (E2) (jqj < 1): (5:16)Si �nalmente se alula la distribui�on de probabilidad de las energ��asE1; :::; En de n on�guraiones de espines �(1); :::; �(n), uando N y p tien-den a in�nito enontramosP (E1; E2; ::; En; q(i;j)) = nYi=1P (Ei) (jq(i;j)j < 1): (5:17)Por lo tanto, en el l��mite p ! 1, los niveles de energ��a son indepen-dientes, por lo que la f��sia es id�entia al modelo REM (Random EnergyModel)[69℄ de Derrida que onsiste en 2N niveles distribuidos seg�un la dis-tribui�on dada por la euai�on (5.14).Dado que los niveles de energ��a son variables random independientes,el n�umero medio de niveles por unidad de energ��a, hn(E)i, es simplementeel n�umero de niveles, 2N , multipliado por la densidad de probabilidad,P (E), de enontrar una energ��a E 2 (E;E + dE)hn(E)i = 1pN�J2 expN  log 2�� ENJ�2! : (5:18)La energ��a a la que se anula el exponente es E0 � NJplog 2. SijEj < E0 entones hn(E)i es muy grande, dado que los niveles son es-tad��stiamente independientes, los errores son proporionales a phn(E)i(omo en un histograma). El error relativo ir�a omo el inverso de la ra��z ypor lo tanto ser�a despreiable ya que hn(E)i es muy grande. Por lo tanto seonsiderara que no hay utuaiones y n(E) � hn(E)i. Cuando jEj > E0no hay niveles (reu�erdese el fator N en la exponenial). Con lo anteriorya se puede alular la entrop��aS(E) � logn(E) � loghn(E)i � N  log 2�� EJN �2! ; jEj < E0;(5:19)donde se ha usado que E = O(N) y que logN � N . Utilizando quedS=dE = 1=T enontramos T = �NJ22E : (5:20)Como jEj < E0, T omienza a ser positiva uando E = �E0 y ser�a in�nitasi E = 0. Si se siguiera aumentando la energ��a la temperatura tomar��a



5.4. EL MODELO SK GENERALIZADO 93valores negativos. Esta negatividad se puede interpretar omo que T llegaa in�nito y sigue reiendo, es deir las temperaturas negativas son \m�asaltas" que las temperaturas positivas8 .La energ��a libre F � E � TS ser�aFN = 8<: �T log 2� J24T T > T�Jplog 2 T < T (5:21)Donde la temperatura r��tia esT = J2plog 2 ; (5:22)que se orresponde on la energ��a �E0, que es la m��nima aesible. Latransii�on se podr�a desribir de la siguiente forma: si T < T los 2N nivelestendr�an energ��a �E0, anul�andose la entrop��a, mientras que si T > T0 lositados 2N se van distribuyendo on energ��as E � �E0 .En esta sei�on vamos a usar la disusi�on de la sei�on anterior paradesribir el sistema. Vamos a ver que la solui�on sim�etria s�olo es v�alidaa alta temperatura y que a baja temperatura hay que usar el Ansatz deParisi [3℄.Se puede alular la energ��a libre de este modelo usando el truo de lar�eplia. En primer lugar hay que alular Zn.Zn = Z Y dJi1:::ipP (Ji1:::ip)Tr[�ai ℄ 24exp� nXa=1( Xi1<:::<ip Ji1:::ip�ai1 :::�aip + hXi �ai )35 :(5.23)La integral sobre el desorden se realiza f�ailmente ompletando ua-drados (la integral resultante es gaussiana) y el resultado se expresa f�ail-mente introduiendo el solapamiento entre dos r�epliasQab(�) = 1N NXi=1 �ai �bi ; (5:24)8Esta interpretai�on se puede enontrar en el libro de F��sia Estad��stia de Landau[35℄.



94 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: Generalidadesobteni�endose 9Zn = Tr[�ai ℄ exp2414�2N(n+Xa6=bQpab(�)) + �hXi;a �ai 35 : (5:26)La traza sobre los espines puede ser realizada introduiendo deltas deDira: Æ(x) = 12�i Z i1�i1 d� e�x: (5:27)Adem�asexp N logTr[�a℄ exp(Xa<b �ab�a�b)! = Tr[�ia℄ exp Xa<b �abXi �ai �bi! ;(5:28)resultando �nalmente 10Zn = enN�2=4 Z 1�1Ya<b dQab Z i1�i1Ya<b d�ab2� e�NG(Qab;�ab); (5:29)G(Qab; �ab) � �12�2Xa<bQpab +Xa<b �abQab �logTrf�ag exp(Xa<b �ab�a�b + �hXa �a): (5.30)En el l��miteN !1, el omportamiento de Zn estar�a dado por el puntosilla dominante de G, y la energ��a libre por esp��n ser�a� FN = limn!0�Gn � �24 � (5:31)Para apliar el m�etodo del punto silla se debe enontrar el m��nimo, olos m��nimos, absoluto, absolutos, de G. Pero debido al l��mite n!0 hay quealular el m�aximo absoluto de G omo ilustra el siguiente ejemplo:9Tambi�en se ha heho uso de la igualdad:p!Np Xi1<:::<ip(Xa �ai1 :::�aip)2 =Xa;b Qpab +O�� 1N �p�2� : (5:25)10Tambi�en se obtiene un fator ( iN )n(n�1) que no ontribuir�a uando alulemos elpunto silla, ya que hay t�erminos O(N) y �este es O(logN).



5.4. EL MODELO SK GENERALIZADO 95SeaQ una matriz sim�etria, n�n on diagonal nula, y queremos alularla siguiente integral en el l��mite N!1:I � Z 11 Ya<b dQab e�NTrQ2 : (5:32)Para usar el m�etodo del punto silla deberemos responder a la siguientepregunta: > u�al es el m��nimo de f(Q) = TrQ2? Se podr��a ontestar queQ = 0 es el m��nimo, lo ual es orreto ya que el Hessiano esH(rs);(d) = �2f(Q)�Qrs�Qd ����Q=0 = 2ÆrsÆd; (5:33)que tiene omo autovalores el 2, degenerado, aunque si nos restringimos alsiguiente subespaio, Qab = q 8a 6= b ; Qaa = 0; (5:34)que ontiene el m��nimo Q = 0, se enuentra queTrQ2 = n(n� 1)q2: (5:35)El punto q = 0 es, para n < 1, un m�aximo omo funi�on de q no un m��nimo.La solui�on a esta aparente paradoja es exigir, siempre, que el Hessianotenga autovalores positivos, as�� podremos alular la ra��z del determinantedel Hessiano que aparee al evaluar las orreiones gaussianas al puntosilla dadas por I � 1pdetH e�NQsp : (5:36)Para alular Q debemos de haer algunas hip�otesis sobre la estruturade Qab y �ab. Se sabe que en la fase de alta temperatura la hip�otesis der�eplia sim�etria es razonable, as�� queQab = q;�ab = �: (5.37)que denominaremos Ansatz sim�etrio.Por lo tanto en la aproximai�on sim�etria G vale:G(q; �) = �14�2n(n� 1)qp + 12n(n� 1)�q� logTr[�a℄ exp2412�Xa6=b �a�b + �hXa �a35 (5.38)



96 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: GeneralidadesPara alular la traza vamos a usar la siguiente identidad que es bastante�util en Me�ania Estad��stia.exp0� �2N Xi;j sisk + �hXi si1A =�N�2� �1=2 Z 1�1 dz exp"�N�z22 +Xi (�z + �h)si# ; (5.39)de este modo quedan desaoplados los espines y la traza da ontribuionesde osenos hiperb�olios. El resultado es:logTr[�a℄ exp[12�Xa6=b �a�b + �hXa �a℄ =log�e��n=2(n2�2� )1=2 Z 1�1 ds exp�n2�s22 + n log(2 osh(�ns+ �h))�� :Tomando el l��mite n!0 obtenemos �nalmente111nG(q; �) n!0= 14�2qp � 12�q � Z 1�1Dz log[2 osh(zp�+ �h)℄ + �2 ; (5:40)donde Dz � dzp2� e�z2=2:Calulemos ahora las euaiones de punto silla, que hay que derivarsobre la funi�on G antes de sustituir el Ansatz sim�etrio, posteriormentesustituiremos el Ansatz y �nalmente tomaremos el l��mite n!0.Se proede omo en la euai�on preedente usando la identidad (5.39),aunque ahora en vez de alular la funi�on de partii�on del hamiltonianoefetivo Hef = 12�P�a�b + �hP�a tenemos que alular h�a�biHefEl resultado esq = � 12��1=2 Z Dz tanh2(p�z + �h);� = 12p�2qp�1: (5.41)La solui�on en el l��mite p!1 es� = 0;q = tanh2(�h); (5.42)11El sumando �=2 no aparee en la referenia [68℄.



5.4. EL MODELO SK GENERALIZADO 97y la energ��a libre valdr�aFN = � 14T � T log 2� T log osh hT : (5:43)Esta solui�on sim�etria es estable a gran T y ontiene un s�olo estado puro.La entrop��a de esta fase es12S = log 2� 14T 2 + log osh hT � hT tanh hT ; (5:44)que laramente es negativa para T � T1(h). Esto implia que existe unatransii�on de fase en alg�un T � T1(h) 13.Para subsanar la negatividad de la entrop��a debemos de busar otrassoluiones del punto silla. Para ello vamos a seguir el Ansatz de Parisionoido omo rotura de la simetr��a de las r�eplias, que onsiste en [4, 5℄:� Agrupamos las n r�eplias en n=m1 lusters de m1 r�eplias, donde m1es divisor de n. Dos r�eplias, a 6= b, dentro del mismo luster tendr�ansolapamiento Qab = q1 mientras que r�eplias en grupos diferentestendr�an Qab = q0 � q1.� A ada luster de tama~no m1 le apliamos el proeso anterior, intro-duiendo un m2 que divida a m1 y un q2. Apliamos el punto anterioridenti�ando m1 on n, m2 on m1, q1 on q0 y q2 on q1.� Iteramos este proeso las vees que sean neesarias hasta enontrarla solui�on orreta.Si elegimos n = 8, m1 = 4 y m2 = 2 tendr��amos el siguiente Ansatzpara la matriz Q
Qab = 0BBBBBBBBBB�

1 q2 q1 q1q2 1 q1 q1q1 q1 1 q2q1 q1 q2 1 q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0q0 q0 q0 q0 1 q2 q1 q1q2 1 q1 q1q1 q1 1 q2q1 q1 q2 1
1CCCCCCCCCCA (5:45)

El proeso de rotura de Parisi se puede visualizar introduiendo una repre-sentai�on tipo �arbol que est�a desrito en la �gura 5.1.12Usando S = ��F�T .13Haiendo h = 0 e igualando a ero al entrop��a obtenemos T1(0) = 1=(2plog 2). Esteresultado oinide on el previamente obtenido en el modelo REM. Hay que reordar queestamos trabajando on J = 1.
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Figura 5.1: El elemento de matrizQab se obtiene alulando el solapamientodel primer anestro om�un de las r�eplias (estados) a y b.



5.5. CARACTERIZACI �ON DE LOS ESTADOS PUROS 99Podemos estudiar la estrutura jer�arquia entre los solapamientos in-troduidos en la solui�on de Parisi, veremos que aparee una organizai�onultram�etria.Un espaio es ultram�etrio si se veri�a la siguiente ondii�on [70℄:d�; � max(d�;� ; d�;); (5:46)para tres estados arbitrarios �; � y . Si expresamos la euai�on anterioren funi�on de los solapamientos tenemosq�; � min(q�;� ; q�;): (5:47)Obviamente todo espaio ultram�etrio es m�etrio. Examinando el �arbol dela �gura 5.1 vemos que por onstrui�on es ultram�etrio. As�� la estruturajer�arquia de los estados est�a impl��ita en la solui�on de Parisi.En general tendremos que nuestra matriz Qab depender�a de los si-guientes par�ametros:n � m1 � m2 � ::: � mk � 1;qk � qk�1 � ::: � q1 � q0: (5.48)En algunos asos es neesario realizar una rotura in�nita. Para ellopartimos de un n grande, parametrizamos las matries siguiendo el esquemade Parisi y posteriormente tomamos el l��mite n!0. De�namos la siguientefuni�on q(x) = qi si mi < x < mi+1: (5:49)Al tomar el l��mite n!0 la funi�on q(x) se onvierte en una funi�onontinua y mon�otona reiente, y adem�as la primera desigualdad de (5.48)se invierte 0 � m1 � m2 � ::: � mk � 1 (5:50)5.5 Caraterizai�on del espaio de los estadospurosDesde la solui�on de Parisi de la rotura de la simetr��a de las r�eplias, quehemos presentado anteriormente, es admitido que la mejor forma de ara-terizar la fase spin-glass es desribiendo el espaio de estados de equilibriodel sistema. A ada estado de equilibrio14 , que se denotar�a por �, se le14Caraterizaremos los estados puros o de equilibrio por la propiedad, lustering, deque las funiones de orrelai�on onexas se anulan en el l��mite termodin�amio. O equi-valentemente que las magnitudes intensivas no ut�uan en el anterior l��mite. Un estadomezla o de Gibbs ser�a una ombinai�on lineal onvexa de estados puros [14℄.



100 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: Generalidadesasignar�a un peso estad��stio P�, determinado por su energ��a libre F�P� = exp�F�=TP exp�F=T : (5:51)Debido a que se ha roto la ergodiidad, el valor medio de ualquier obser-vable O estar�a dado por hOi =X� P�hOi�; (5:52)donde hOi� es el valor medio de O en el estado de equilibrio �.Una medida de la distania entre dos estados de equilibrio es su solapa-miento [70℄: q�� = 1N NXi=1m�i m�i ; (5:53)donde m�i = h�ii� es la magnetizai�on del esp��n i-�esimo en el estado puroo de equilibrio �.A partir de q�� se obtiene una verdadera distania medianted2(�; �) = 2(q�� � q��)= 1N NXi=1(m�i �m�i )2: (5.54)A esta distania se la denomina distania de Haming. No es la �unia quese puede de�nir, otra posibilidad es por ejemplo q�� = exp(�d��). Usual-mente a q�� se la denomina par�ametro de orden de Edward-Anderson qEAy es independiente del estado � elegido.Finalmente se puede alular la distribui�on de probabilidad de queelegidos al azar dos estados de equilibrio tengan solapamiento qPJ(q) =X�;� P�P�Æ(q � q��): (5:55)Caraterizaremos la estrutura de la fase spin-glass mediante, el prome-dio de PJ (q) a todos los aoplamientos J 's, P (q). Usaremos esta distribu-i�on omo par�ametro de orden de la transii�on de fase.En el modelo de Ising usual (sin desorden) tenemos que en la fase dealta temperatura el solapamiento es ero. Mientras que en la fase ordenadael solapamiento vale q2 = m2 donde m es la magnetizai�on. Por lo tantotenemos que la distribui�on de solapamientos toma formas diferentes seg�unla fase en la que estemos. En la fase desordenada es una delta de Dira



5.6. EL MODELO SK GENERALIZADO DE NUEVO 101entrada en ero, mientras que en la fase ordenada es la suma de dos deltasde Dira entradas en m y �m respetivamente.Dentro de la solui�on de Parisi veremos que existe un n�umero muygrande de soluiones y por lo tanto se espera que la distribui�on P (q) seano trivial. A ampo magn�etio nulo P (q) ser�a sim�etria y el valor mediode q ser�a ero, por lo tanto representaremos P (jqj). En el modelo SK seobtiene que P (jqj) tiene soporte ompato en (0; qmax). Mientras que si hayampo magn�etio P (q) deja de ser sim�etria y tendr�a soporte ompato enel intervalo (qmin; qmax). Donde qmax y qmin son el solapamiento m�aximo ym��nimo respetivamente. La forma m�as general de P (q) es:P (q) = aÆ(q � qmin) + g(q) + bÆ(q � qmax); (5:56)donde a y b son onstantes positivas y g(q) es una funi�on regular onsoporte ompato en (qmin; qmax). La solui�on de Parisi nos proporionalos siguientes omportamientos para las antidades anteriores a ampo ma-gn�etio muy peque~no: qmin / h2=3; (5:57)mientras que qmax apenas var��a on la temperatura. Cuando el ampomagn�etio es grande qmin!qmax reuperando la solui�on sim�etria y P (q)ser�a s�olo una delta de Dira.5.6 El modelo SK generalizado de nuevoCalulemos la solui�on a orden primero en el esquema de Parisi. El t�erminoque presenta m�as di�ultades es el t�ermino de traza. En este aso tendremosque apliar la f�ormula (5.39) varias vees. Para ello reesribamos 15 expHefomo sigueXa6=b �ab�a�b =qo(Xa �a)2 � q0 Xlusters( Xa2luster�a)2 + q1 Xlusters( Xa2luster�a)2 � nq1:En el primer sumando onsideramos que los n2 elementos son q0, luegoquitamos q0 de los n=m1 lusters, posteriormente a~nadimos q1 en estosn=m1 bloques diagonales (� lusters) y �nalmente quitamos los n q1 quehemos puesto en la diagonal, ya que la diagonal esta formada por unos. Se15Para � tambi�en usamos el mismo esquema de Parisi.



102 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: Generalidadespuede observar que ada uno de los t�erminos lo podemos reexpresar omouna integral mediante la euai�on (5.39).Obtenemos �nalmente la siguiente expresi�onGn = �12 � 1m Z 1�1Dqz log(Z 1�1Dq1�q0� oshm[q0z + (q1 � q0)�℄)� log 2 + 14�2[(1�m)qp1 +mqp0 ℄� 12[(1�m)q1�1 +mq0�0℄;donde Dqz �r q2� e�qz2=2dz: (5:58)Las euaiones del punto silla son�i = 12�2pqp�1i ; (5.59)q0 = tanh2(�hm); (5.60)q1 = 1: (5.61)Para obtener la rotura de las r�eplias debemos busar que q0 < q1 � 1,as�� tendr��amos que �0 = 0. Si q1 es tambi�en menor que 1, entones �1 = 0y reuperar��amos la solui�on sim�etria q0 = q1 = tanh2(�h). Por lo tantoq1 = 1, en onordania la solui�on a las euaiones del punto silla, y�1 =1.Bajo estas hip�otesis podemos evaluar la integral que hay en G obte-niendo� 1nG = �14�2(mqp0 + (1�m)qp1) +12(m�0q0 + (1�m)�1q1)� 12�1 + 12m�1 + 1m log(2 osh(m�h)) �12m�0 tanh2(m�h) + O(�20; 1=�1): (5.62)Finalmente la variai�on respeto a m proporiona:m2�2 = 4[log 2 + log(m�h)�m�h tanh(m�h)℄: (5:63)De la euai�on anterior obtenemos que m� � � es independiente de latemperatura y que � est�a dada por�2 = 4[log(2 osh(�h))� �h tanh(�h)℄: (5:64)



5.6. EL MODELO SK GENERALIZADO DE NUEVO 103Dado que m � 1, ya que si no el Hessiano tendr��a autovalores negativos, lasolui�on existe s�olo para T < T = 1=�. T es preisamente la temperaturaT1(h), a la ual la entrop��a de la solui�on sim�etria era negativa. La energ��alibre para T < T puede ser alulada usando la anterior solui�onFN = � 12T � h tanh hT ; (5:65)que tambi�en fue enontrado por Derrida omo solui�on de baja temperaturadel modelo REM. La magnetizai�on16 ser�a bm = tanh(h=T) y la susepti-bilidad es independiente de la temperatura, � = 1=(T osh2(h=T)).Los dos valores posibles de q los podemos reesribir omoq(x) = tanh2(�h)�� TT � x�+ ��x� TT� (5:66)Por tanto la probabilidad de enontrar un solapamiento q ser�aP (q) = TT Æ(q � tanh2(�h)) +�1� TT� Æ(q � 1) (5:67)El pio en q = 1 implia el solapamiento de una r�eplia onsigo misma.Mientras que el pio q = tanh2(�h) implia que dos m��nimos tienen unsolapamiento igual al uadrado de la magnetizai�on.Uno podr��a pensar de la disusi�on anterior que s�olo hay dos estados,pero no es as��. Para ello alularemos la distribui�on de los diferentes pesosP� para diferentes lusters. Elijamos un solapamiento dado q, y agrupemostodos los m��nimos on solapamiento mayor o igual a q, en lusters etique-tados por I , y les asignaremos un peso PI =P�2I P�. Se puede demostrarque el n�umero promedio de lusters on un peso dado PI est�a dado porf(P ) =XI Æ(PI � P ) = P y�2(1� P )�y�(y)�(1� y) ; (5:68)que depende obviamente de la esala de solapamientos q elegida ya quey � y(q) = Z 1q dq0P (q0); (5:69)que es la probabilidad de enontrar un solapamiento mayor que q, y �(y)es la funi�on Gamma usual.16Para que no exista onfusi�on entre el par�ametro m de la rotura y la magnetizai�on,denotaremos a esta �ultima omo bm.



104 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: GeneralidadesSi elegimos tanh2(�h) < q < 1, entones y(q) = 1 � T=T y adaluster ontiene un estado puro17. Por lo tanto, bajo estas irunstanias,el n�umero promedio de estados puros on peso P = P� esf(P ) = P�1�T=T(1� P )�1+T=T�(1� T=T)�(T=T) : (5:70)Esto nos permite alular el n�umero total de estados puros que ser�aN =X� 1 = Z 10 dP f(P ) =1: (5:71)Esta divergenia ourre debido a la existenia de muhos m��nimos on unpeque~no peso. Si introduimos un ut-o� en los solapamientos, P � �,tenemos N(�) � (1� )T=T : (5:72)El heho de que N reza on la temperatura en la fase spin-glass es unpoo sorprendente, uno esperar��a lo ontrario: que la estrutura de m��nimosse ompliara onforme bajara la temperatura. En nuestro aso el sistemaest�a ongelado para T � T, F permanee onstante para T � T y lo �unioque se puede modi�ar son los pesos de los diferentes m��nimos. M��nimoson muha energ��a son menos signi�ativos uando se baja la temperatura18, y esto deja un dereimiento de N on la temperatura.Mientras que en el aso p = 2 (Modelo SK) hay que ir a k = 1, esdeir romper in�nitamente la simetr��a de las r�eplias, en el l��mite p!1enontramos la solui�on exata a primer orden de rotura de las r�eplias 19.5.7 Modelos de alane �nitoHemos desrito en las seiones anteriores un vidrio de esp��n on interai�ona todos los veinos. Hemos araterizado diversas propiedades de estossistemas que podemos resumir en 20:17Ya que en I est�an todos los m��nimos uyos solapamientos sean mayores que q, queen este aso es mayor que bm2, por lo que s�olo el autosolapamiento de un estado puroonsigo mismo satisfae la ondii�on y por lo tanto es el �unio miembro de este luster.En uanto hubiera dos m��nimos tendr��amos que uno de los 3 solapamientos que podemosde�nir, ser��a bm2, violando la ondii�on.18Esto puede verse haiendo un desarrollo tipo punto silla, ya que � � 1, en la funi�onde partii�on, los estados on energ��a muy grande no ontribuir�an.19Los autores de la referenia [68℄ prueban que las oordenadas del punto silla novar��an al aumentar el orden de la rotura.20Para enlazar on el ap��tulo siguiente enumeraremos aqu�� propiedades del modeloSK [3℄



5.7. MODELOS DE ALCANCE FINITO 1051. Existenia de dos fases: una de alta temperatura y otra de baja, quehemos denominado fase spin{glass.2. Existenia de un n�umero muy grande de estados puros en la fasespin{glass que diverge en el l��mite termodin�amio omo ejjN1=2 . Estoourre tanto a ampo magn�etio nulo omo no nulo.3. Existenia de una l��nea de transiiones de fase en el plano (T; h): l��neade Almeida-Thouless [74℄. Preisamente es la l��nea donde el Hessianode la solui�on sim�etria omienza a tener autovalores negativos.4. Los estados puros se organizan jer�arquiamente formando un espaioultram�etrio.5. Estos estados puros est�an separados por altas barreras de energ��a librepor lo que se rompe la ergodiidad del sistema6. El par�ametro de orden es la funi�on de distribui�on de los solapa-mientos P (q).Podemos preguntarnos si las arater��stias anteriores sobreviven en unmodelo donde la interaiones sean de orto alane.Para ontestar a la pregunta anterior se desarrollo la teor��a de los drop-plets [72, 73℄.Esta teor��a guarda muha relai�on on el estudio mediante ondas deesp��n del modelo XY. A�rman que no existe la l��nea de Almeida{Thouless,que la fase de baja temperatura a ampo nulo ontiene s�olo dos estadospuros y que por tanto P (q) es trivial (onsistente en dos deltas de Dira).



106 Cap��tulo 5. Vidrios de Esp��n: Generalidades



Cap��tulo 6El modelo de Ising 4dSpin Glass6.1 Introdui�onEn este ap��tulo intentaremos determinar si las prediiones de la teor��ade ampo medio on la solui�on de Parisi se umplen uando el alanede la interai�on es �nito, que denominaremos RSB (Replia SymmetryBreaking), o si por el ontrario las prediiones de la teor��a de los droplets,desritas en el ap��tulo anterior, son las orretas.Vamos a estudiar las siguientes puntos:� Existenia de la l��nea de Almeida{Thouless(AT)� En aso que exista dar sus oordenadas.� Determinar el orden de la transii�on y si es de segundo orden dar susexponentes r��tios.Como ya ha sido itado en el ap��tulo anterior la teor��a de los dro-plets predie la no existenia de la l��nea de Almeida{Thouless, mientrasque la RSB predie una transii�on de fase entre una fase paramagn�etiay una tipo spin{glass on las mismas arater��stias que en el modelo SK,i.e. existenia de un n�umero muy grande de estados puros, organizadosjer�arquiamente y on barreras de energ��a libre del orden de la unidad.Otro tipo de estudios tendentes a lari�ar la ontroversia entre los dro-plets y RSB [75, 76, 77, 78, 79℄ han estudiado otros aspetos omo son lapervivenia de la ultrametriidad, solapamientos m�aximo y m��nimo, din�a-mia, modelo de Ising 3d on ampo magn�etio, et.107



108 Cap��tulo 6. El modelo de Ising 4d Spin GlassHemos realizado simulaiones num�erias fundamentalmente en la m�a-quina RTN de la Universidad de Roma II, aunque hemos omplementadoon algunos runs en WorkStations.En primer lugar desribiremos el modelo, para pasar a desribir el tipode observables que vamos a medir. Finalmente daremos los resultados,primero para ampo magn�etio nulo y posteriormente para ampo magn�e-tio no nulo. Los resultados de este trabajo se enuentran reogidos en lasreferenias [60, 61℄.6.2 El modeloNuestro sistema es el modelo de Ising on aoplamientos random a primerosveinos, estos aoplamientos, Jij , son variables quenhed que pueden tomarvalores disretos �1 on probabilidad 1=2. El Hamiltoniano esH = � X<i;j> Jij�i�j � hXi �i (6:1)Nuestra elei�on de una distribui�on de probabilidad disreta para lasJ 's viene dada por haber habido trabajos previos que han usado una distri-bui�on gaussiana y es interesante omprobar que ambas teor��as perteneena la misma lase de universalidad. Esto ha sido omprobado ya que se hanobtenido exponentes r��tios ompatibles en el error on los obtenidos en elmodelo gaussiano.6.3 ObservablesNuestro observable fundamental ha sido el solapamiento entre dos r�epliason la misma realizai�on del desorden, que denotaremos por q:q = 1N NXi=1 �(1)i �(2)i ; (6:2)donde por �(j)i denotamos el esp��n i-�esimo perteneiente a la r�eplia j-�esimay N es el n�umero total de espines.Podemos alular la probabilidad P (q) de que dos r�eplias tengan elmismo solapamiento q, que estar�a dada porP (q) = hÆ(q � 1N NXi=1 �(1)i �(2)i )i; (6:3)



6.3. OBSERVABLES 109donde, omo es usual, denotamos por (:::) el promedio sobre el desordenquenhed (sobre las J 0s). Podemos alular los momentos de esta distribu-i�on 1 hqki � Z 1�1 dq qkP (q): (6:4)De�nimos la suseptibilidad spin glass2�SG = N(hq2i � hqi2): (6:5)Tambi�en podemos alular el umulante de Binder de la distribui�on deprobabilidad (6.3), que estar�a dado porg = 12  3� hq4ihq2i2! ; (6:6)uando el ampo magn�etio es nulo, habiendo que reemplazar los valoresmedios anteriores por sus valores onexos uando hay ampo magn�etio 3.Otra antidad importante para desribir la distribui�on de probabilidades la skewness de�nida por s = hq3ihq2i3=2 ; (6:7)de nuevo si hay ampo magn�etio hay que sustituir los valores mediosusando la presripi�on anterior.Es interesante onoer el omportamiento de la distribui�on de pro-babilidad P (q) uando el tama~no del ret��ulo es �nito. Se espera que seomporte, en el modelo SK, omo [81℄P (q > qmax) � Ldqf(�+N(q � qmax)d=dq); (6.8)P (q < qmin) � Ldqf(��N(qmin � q)d=dq ): (6.9)Los oe�ientes �+ y �� est�an relaionados on las olas de la distribui�onP (q) y han sido aluladas en la teor��a de ampo medio resultando ser1Puede sorprender la notai�on usada para los momentos de la distribui�on P (q). Laraz�on es la siguiente: para ada realizai�on del desorden alulamos su orrespondientedistribui�on de solapamientos que denotamos por PJ(q) y podemos de�nir sus orrespon-dientes momentos hqki. Si promediamos sobre el desorden , (:::), tendremos que PJ(q)pasa a P (q) � PJ (q) y sus momentos son hqki.2Que se orresponde on la suseptibilidad no lineal en la fase paramagn�etia [80℄.3hqki!h(q � hqi)ki ya que en presenia de ampo magn�etio la distribui�on de sola-pamientos ya no es sim�etria y por tanto hqi 6= 0.



110 Cap��tulo 6. El modelo de Ising 4d Spin Glass�+ = 10��. f(x) � exp(�jxj) uando jxj � 1 4 y dq es la dimensi�on de qmedida en momentos. Por lo tanto veri�ar�ahqi = q0 +O(L�dq ): (6:10)Este exponente est�a relaionado on el exponente r��tio � 5dq = d� 2 + �q2 ; �q � �: (6:11)En los modelos de alane �nito, omo en nuestro sistema, se enuen-tra que la regi�on de solapamientos negativos se suprime muy lentamente 6uando aumenta el volumen del sistema, ya que �+ � ��. Por lo tanto esmuy dif��il enontrar el segundo m�aximo orrespondiente al m��nimo solapa-miento, mientras que el del m�aximo solapamiento s�� que se ve f�ailmente.Para evitar el efeto anterior vamos a sustituir la euai�on (6.5) para lasuseptibilidad no lineal por�SG = N(hq2i � hjqji2): (6:12)Esta de�nii�on disminuye el efeto de los valores negativos de q, uandoh 6= 0 y para tama~nos grandes tiende a la de�nida en (6.5).Una antidad interesante es el solapamiento de las energ��as de los linksentre dos r�eplias qe = 18N X<i;j> �(1)i �(1)j �(2)i �(2)j ; (6:13)ya que J2ij = +1. Este observable fue introduido en el estudio del mo-delo de Ising tridimensional spin-glass [77℄. Posteriormente fue usado paraestudiar la fase de baja temperatura en el modelo 4{dimensional.An�alogamente podemos alular la probabilidad que dos r�eplias tenganun solapamiento en energ��a igual a qe, que denotaremos por P e(qe)P e(qe) = P eJ (qe) = hÆ(qe � 18N X<i;j> �(1)i �(1)j �(2)i �(2)j )i; (6:14)4De la disusi�on anterior es laro que P (q) desarrollar�a una singularidad tipo deltade Dira tanto en qmin omo en qmax uando L!1.5Los exponentes que se obtienen en la teor��a de ampo medio son � = 0, � = 1=2y � = �1, siendo la dimensi�on r��tia 6. Esto es debido a que los vidrios de esp��n sepueden estudiar mediante una teor��a �3 que tiene omo dimensi�on r��tia 6 [82℄.6Asumimos que las orreiones de la euai�on (6.9) son v�alidas para un sistema oninterai�on de orto alane.



6.3. OBSERVABLES 111de nuevo podemos alular el par�ametro de Binder, la skewness y la sus-eptibilidad no lineal alulando los orrespondientes promedios on la dis-tribui�on P e(qe).En la teor��a de ampo medio (l��mite termodin�amio del modelo SK) sedemuestra que qe = q2; (6:15)por lo que la euai�on anterior nos pone en orrespondenia uno a unolas funiones P (q) y P e(qe). Si en la teor��a de ampo medio obtenemosque en la fase vidrio de esp��n P (q) es no trivial y no es autopromediadatendremos la misma situai�on para P e(qe) y vieversa. Esta predii�on est�aen ontradii�on on el modelo de los droplets. Cuando dos on�guraionesdi�eren en un dominio ompato de espines, en el interior del ual los espinesest�an invertidos respeto a la primera on�gurai�on (un droplet) entonesq = 1� 2vV ;qe = 1� 2s3V ; (6.16)donde v es el n�umero de espines que hay dentro del dominio ompato,mientras que s es el n�umero de links que hay en la super�ie (posiblementefratal) del droplet y V es el volumen total del sistema. En orden a que q yqe sean sustanialmente diferentes uno de otro, los droplets deben de tenerdimensi�on fratal igual a la dimensi�on del espaio [77℄.A ampo magn�etio nulo y dimensi�on 4 se ha enontrado [76℄ que P (qe)desarrolla dos m�aximos omo reminisenia de las de P (q). La ventajanum�eria de P e(qe) es que es nula para valores negativos del solapamientoy que es poo sensible al ampo magn�etio heho que no ourr��a on P (q).En la l��nea r��tia esperamos quehqei = qe0 +O(L�de); (6:17)donde los valores medios se toman respeto a la distribui�on de solapa-mientos de energ��a P e(qe).Podemos relaionar qe on su dimensi�on an�omala 7de = d� 2 + �qe2 = d� 1� : (6:19)7Que en el aso de una teor��a esalar on una interai�on arbitraria denominar��amosdimensi�on an�omala de �2 y denotar��amos por d�2 , que es igual a (a ampo magn�etionulo), d�2 � de = d� 1� : (6:18)donde d es la dimensi�on del sistema.



112 Cap��tulo 6. El modelo de Ising 4d Spin GlassDe la euai�on (6.15) esperamos que por enima de la dimensi�on r��tia(d = 6) de = dq = 2 ya que q0 6= 0 8 y esperamos que por debajo de la di-mensionalidad r��tia de > dq , heho que omprobaremos num�eriamente 9.Podemos preguntarnos ual ser�a el tipo de relai�on que obtendremossimulando ret��ulos peque~nos.Se ha enontrado en el modelo SK que la suseptibilidad no lineal divergeomo L2 (� = 0) o equivalentemente omo N1=3. Uno esperar�a de estadivergenia que la orrei�on a la energ��a interna, a ampo no nulo, ir�aomo N�1=3, ya que la energ��a interna es proporional a q2. Sin embargo seenuentra, que las orreiones se omportan omo N�2=3. La expliai�ones que el oe�iente del t�ermino dominante, N�1=3, es muy peque~no yobservamos el t�ermino subdominante, N�2=3. Es laro que en el l��miteN!1 se ver�a el t�ermino dominante.Podemos desarrollar m�as este �ultimo punto. Podemos reesribir la eua-i�on (6.9) para el modelo SKP (q) � N 13 f(N(q � qmax(N))3) ; q > qmax: (6:21)En la teor��a de ampo medio qmax(N) tiene orreionesN�1=3 y la varianzade P (q) es proporional a N�2=3 [83℄. De la euai�on anterior (6.21) obser-vamos dos tipos de orreiones que afetan a los momentos: la primera esla variai�on de qmax on N y la segunda es el progresivo estrehamiento delpio uya varianza deree omo N�2=3. Podemos alular las orreionesa la energ��a teniendo en uenta que 10U = ��2 �1� Z 10 dq q2P (q)� : (6:22)Sustituyendo la euai�on (6.21) en la euai�on (6.22) obtenemos dos tiposde orreiones: uno de orden N�1=3 y otro de orden N�2=3, resultandoel oe�iente del segundo muho mayor que el del primero [83, 81℄. Esto8Podemos haer los siguientes �alulos en la teor��a de Campo Medio. Como q =q0 + a=Ldq y qe = q2 entones:qe = q20 + 2aq0=Ldq + a2=L2dq : (6:20)Si el ampo magn�etio es nulo, entones q0 = 0 y de = 2dq . Pero si hay un ampomagn�etio, entones q0 6= 0 y de = dq . Pero puede ourrir que q0 sea muy peque~no porlo que para un ierto rango de L, L < L, el t�ermino \dominante" ser�a L�2dq omoa ampo magn�etio nulo. Obviamente para L grandes obtendremos el omportamientoorreto y de = dq .9Basamos esta onjetura en el heho que a ampo magn�etio nulo se veri�a de > 2dq[76℄. Esto puede ser demostrado mediante t�enias del grupo de renormalizai�on [82℄.10Estr��tamente s�olo es v�alida en ampo medio, aunque la usaremos en formaaproximada.



6.4. DETALLES DE LA SIMULACI �ON 113explia por qu�e las orreiones a la energ��a on el tama~no van omo N�2=3sobre la l��nea AT.De estas onsideraiones paree laro que el oiente de=dq que enon-tremos simulando ret��ulos no muy grandes ser�a alrededor del doble de suverdadero valor.Toda la informai�on del sistema est�a ontenida en la distribui�on desolapamientos P (q). Tanto la temperatura de la transii�on omo los expo-nentes r��tios pueden ser alulados usando t�enias de tama~no �nito. Enlos sistemas desordenados podemos apliar las mismas hip�otesis de esalaque en los sistemas ordenados (Ap�endie C).Las leyes de esala que seguir�an los observables anteriores, era de latemperatura r��tia, son:�SG = L2�� ��(L1=�(T � T)); (6.23)g = �g(L1=�(T � T)); (6.24)y an�alogamente seguir�an estos omportamientos las mismas antidades al-uladas a partir de P e(qe). Si dibujamos el umulante de Binder en funi�onde T para ada L, las diversas gr�a�as se ortar�an en T y podremos as��estimar la temperatura r��tia del sistema.6.4 Detalles de la simulai�onComo se se~nal�o anteriormente hemos usado fundamentalmente la m�aquinaRTN de Roma. Hemos simulado en ada run 64 opias del desorden (di-ferentes eleiones de Jij) ada una de ellas en un transputer. Adem�as8 r�eplias se simulan en paralelo en ada transputer, mediante un �odigomultiesp��n, para poder alular los solapamientos, ada una de ellas on lamisma realizai�on del desorden 11.Para estudiar la fase de baja temperatura hemos implementado un es-quema de simulated annealed 12. Este m�etodo es muy usado para enontrarel m��nimo absoluto de funiones on muhos m��nimos loales [85℄. Supon-gamos que tenemos que enontrar el m��nimo absoluto de una funi�onH(X),donde X denota a un elemento del espaio de on�guraiones, que tiene di-mensi�onN (donde N es usualmente un n�umero muy grande). Para resolvereste problema no onoemos ning�un algoritmo apaz de enontrar el m��nimoen un tiempo polin�omio en N . En este aso podr��amos intentar resolverlo11En las simulaiones que estamos realizando atualmente, ret��ulos L = 16 y 24 onampo magn�etio, estamos simulando s�olo una on�gurai�on del desorden y rompemosel ret��ulo entre los 64 transputer usando el proedimiento desrito en el ap��tulo 7.12Seguimos la referenia [84℄.



114 Cap��tulo 6. El modelo de Ising 4d Spin Glassmediante un m�etodo tipo m�axima pendiente eligiendo el punto de partidaal azar. Si el n�umero de m��nimos es proporional a eN ;  6= 0; tendremosque realizar en promedio un n�umero exponenial de intentos, � eÆN , onÆ <  [84℄.En el m�etodo del simulating annealed se onsidera un algor��tmo depen-diente de un par�ametro � el ual genera las on�guraiones X on unadistribui�on de Gibbs de probabilidad e��H . Se omienza on simulaionesa � bajo y se va aumentando poo a poo �esta hasta llegar al aso que nosinteresa � =1.Este m�etodo ha sido usado para el dise~no de iruitos, problemas om-binatorios (e.g. el problema del viajante), y para realizar simulaiones ensistemas desordenados.Para el aso h = 0 el esquema usado ha onsistido en omenzar enuna temperatura alta, T = 2:8, y posteriormente ir enfriando el sistema,simulando 10 temperaturas hasta llegar a T = 1:5. Para ada temperaturase realizaron 15000 pasos de termalizai�on y 20000 pasos de Monte Carlo.Para ampo nulo hemos simulado las siguientes realizaiones del desorden(samples) L Nsamples3 25004 25005 1200 (6:25)Para ampo no nulo usamos el siguiente esquema de simulating annealed�k = �1� 0:1k� ;nk = n0(1:8�k)4; k = 0:::13; (6.26)donde � y n0(1:8�)4 son el inverso de la temperatura y el n�umero de termali-zaiones iniiales respetivamente. �k y nk son el inverso de la temperaturay el n�umero de termalizaiones en el paso k-�esimo del simulating annealed.Hemos usado n0 en el rango (10000; 20000) dependiendo del tama~no delret��ulo y ��1 = 2:5 tanto para h = 0:6 y h = 0:3. Para los tama~nos m�asgrandes L = 7; 8 termaliz�abamos 10000 pasos de Monte Carlo en T = 2:5que se aument�o progres��vamente hasta llegar a 100000 en T=1.25 siguiendoel esquema anterior. Despu�es de esta termalizai�on realiz�abamos 20000pasos de Monte Carlo donde se realizaban las medidas. El numero de reali-zaiones del desorden osil�o entre la entena (ret��ulos grandes) y el millar(ret��ulos peque~nos).
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Figura 6.1: Cumulante de Binder a ampo magn�etio nulo para tres ta-ma~nos L = 3; 4; 5. Los s��mbolos son: ��rulo lleno L = 3, tri�angulo L = 4 yrombo L = 5.6.5 Resultados6.5.1 Resultados para h = 0En la �gura 6.1 presentamos nuestros resultados para el par�ametro de Bin-der. Se puede observar el orte de las urvas de diferentes L. Esto nospermite evaluar la temperatura r��tia 13T = 2:06(2): (6:27)Dado que �g ( y an�alogamente ��) son funiones universales, podemos irvariando el exponente �, �jando T al valor dado en la euai�on anterior,hasta que todos los puntos orrespondientes a los diferentes L aigan en unamisma urva (�gura 6.2). Esto nos da una buena estimai�on del exponente13La teor��a de ampo medio predie una temperatura r��tia de TMF = p8 = 2:83,que nos da una ota superior a la temperatura r��tia.
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6.5. RESULTADOS 117Estos valores de los exponentes r��tios son muy pareidos on los ob-tenidos en la referenia [80℄ (T = 1:75(5); � = 0:80(15);  = 1:8(4); � =�0:30(15)) para un desorden gaussiano, lo que india que ambos modelosest�an en la misma lase de universalidad. Tambi�en nuestros valores est�anen onordania on los obtenidos de un desarrollo de alta temperatura(T = 2:02(6);  = 2:0(4))[?℄.Finalmente podemos alular las dimensiones an�omalasdq = 0:88(1);de = 2:6(4); (6.33)por lo que a ampo nulo dedq = 2:9(4): (6:34)a omparar on el valor de 2.7 que obtienen en la referenia [76℄ usandom�etodos basados en el aoplo de dos r�eplias.6.5.2 Resultados para h = 0:6En este ampo magn�etio s�olo medimos la suseptibilidad no lineal del so-lapamiento entre r�eplias. Examinando donde presenta la suseptibilidaduna divergenia potenial estimamos los exponentes r��tios. Es deir, �-jamos una temperatura y haemos un ajuste bilogar��tmio, �gura 6.3, yalulamos �2. Entones estimamos la temperatura r��tia omo aquellaque minimiza �2. La situai�on onsistir�a en una no divergenia en la faseparamagn�etia y la aparii�on de una divergenia de tipo potenial en Tque se ontin�ua de forma no potenial en la fase spin glass. Los resultadosson los siguientes T = 1:1(2); (6:35)� = �0:7(2); (6:36)Introduimos estos valores en la euai�on (6.23) y obtenemos el �ultimoexponente (�gura 6.4) � = 0:8(2): (6:37)Podemos omparar la temperatura r��tia obtenida on la prediha porla aproximai�on de ampo medio modi�ada para tener en uenta un n�u-mero de oordinai�on �nito. Si TAT(h) es la funi�on que nos da la urva deAlmeida-Thouless, la estimai�on T(h = 0:6) = TAT(0:6=p), donde  es eln�umero de oordinai�on, que en nuestro aso es 8, se enuentra �nalmente
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128 Cap��tulo 6. El modelo de Ising 4d Spin Glass6.6 ConlusionesHemos simulado el modelo de Ising 4{dimensional on aoplos �1 on pro-babilidad 12 y hemos alulado sus exponentes r��tios estando en muy buenauerdo on los alulados a partir de series de alta temperatura o los obte-nidos de simulaiones num�erias on distribui�on gaussiana de los aopla-mientos.A ampo h = 0:6 hemos enontrado una divergenia de la suseptibi-lidad no lineal en T = 1:1 era de donde lo predie la teor��a de ampomedio. No hemos enontrado los efetos de tama~no �nito que apareieronen h = 0:3 ya que estos efetos se suprimen muy r�apidamente uanto mayores el ampo magn�etio, qmin aumenta onforme aumenta el ampo magn�e-tio as�� que en P (q) tender�an a desapareer los solapamientos negativos.A ampo h = 0:3 hemos enontrado unos efetos de tama~no �nito muyfuertes que nos impiden ver el t�ermino dominante en el solapamiento enenerg��as. Hemos enontrado que los exponentes a ampo magn�etio no nuloson similares para los diferentes ampos magn�etios simulados y distintosde los obtenidos a ampo nulo. El exponente � es ompatible en el error enambos asos, pero el exponente � es laramente diferente.La imagen que surge de lo anterior, que debe de on�rmarse reali-zando simulaiones en ret��ulos m�as grandes, es la existenia de la l��neade Almeida{Thouless on exponentes r��tios diferentes, independientes deh (h > 0), de los enontrados a ampo nulo. Este resultado es ompleta-mente ontrario a una de las prediiones m�as importantes de la teor��a delos droplets.La existenia de esta l��nea tambi�en ha sido omprobada por otro grupode investigadores simult�aneamente a nuestro trabajo [86℄.Queda abierto por tanto simular ret��ulos m�as grandes en orden a on-�rmar los exponentes dados para ampo no nulo.



Cap��tulo 7RTN7.1 La m�aquina RTNEn esta sei�on vamos a desribir suintamente la m�aquina RTN (Reon-�gurable Transputer Network) 1. Esta m�aquina ha sido desarrollada en elseno de una olaborai�on entre los Departamentos de F��sia Te�oria de lasUniversidades de Zaragoza y Aut�onoma y Complutense de Madrid.RTN es una m�aquina MIMD (Multiple Instrution Multiple Data) queonsiste en 8 tarjetas de 8 transputers INMOS T805 que tienen una freuen-ia de reloj de 20 MHz [58℄ y un rosslink C004 m�as una tarjeta ontroladora(�gura 7.1).La tarjeta base tiene 8 transputers a 20 MHz que pueden aeder de 1a 4 MBytes de memoria RAM din�amia (DRAM). Cada transputer aedediretamente a su propio bano de memoria y adem�as puede estableer unaomuniai�on as��nrona on ualquier otro bano a trav�es de sus links deomuniai�on. La topolog��a de la tarjeta es reon�gurable mediante el usodel rosslink C004 on el que van equipadas (�gura 7.2).La tarjeta ontroladora onsiste en un rosslink C004, que nos permitereon�gurar las 8 tarjetas, de un transputer T805, de 4 Mbytes de DRAMy de un hip ALTERA, �gura 7.1 reuadro inferior. Esta tarjeta est�a o-netada a una tarjeta B004 a trav�es del link 0, que a su vez est�a onetadaa un host. Esta tarjeta ontroladora se enarga, adem�as, de gestionar lasse~nales de Error, Reset y Analyse de RTN.Debido a que en algunas apliaiones se usa una red toroidal en la queno quedan links libres, se ha dise~nado un proedimiento para informar al1Para una informai�on m�as detallada de la m�aquina ons�ultense las referenias [55,56, 57℄. 129
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Figura 7.1: Diagrama l�ogio de la m�aquina RTN.
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Figura 7.3: Control de las se~nales de Event por la Altera.ontroller que debe de reon�gurar los rosslinks para abrir la red. Esteproeso est�a basado en la gesti�on de las se~nales de EventRequest (EventReqo ER), ver �gura 7.3, Event y EventAknowledgment (EventAk o EA),siendo las dos primeras se~nales de entrada y la �ultima de salida. Event s�oloreibe entradas y no desifra la se~nal que reibe. Todas estas se~nales est�aninterrelaionadas.Cuando EventReq est�a alto y se lee el Event, que s�olo se puede leer siel EventReq est�a alto, entones EventAk se pone alto. Posteriormente elEventReq se pone bajo y asi inmediatamente el EventAk baja.2 Esto nosproporiona un m�etodo para haer llegar informai�on al ontroller.Partamos de una situai�on simpli�ada on un ontroller y un s�olo trans-puter y supongamos que tenemos una on�gurai�on donde el EventReq est�aalto en el transputer3, uando el transputer aaba de realizar los �alulosy neesita que la red se abra para mandar los datos al ontroller, lee elanal Event, esto hae que inmediatamente se ponga alto el EventAk. Talomo se ha dise~nado el hardware, ver �gura 7.3, esto hae que el EventReq2Por alto y bajo entendemos que la se~nal orrespondiente est�a a 5V o a 0Vrespet��vamente.3En la situai�on realista de la m�aquina ompleta, lo que se hae es que el ontrollermanda una se~nal EventOut que la ALTERA desodi�a poniendo los EventReq de lostransputers 0 de las 8 tarjetas alto, a la vez que manda una se~nal a sus anales Event.



7.1. LA M�AQUINA RTN 133del ontroller se ponga alto y podamos leer el Event en el ontroller4, onlo que sabemos que hay que reon�gurar la red. Posteriormente todas lasse~nales se ponen bajas 5.Las 8 tarjetas base y la tarjeta ontroladora est�an onetadas en lam�aquina RTN mediante un Bak-Plane en un rate est�andar VME. Lasdiferentes onexiones de los links est�an dibujadas en la �gura 7.4. Hay quese~nalar que 14 links que van de tarjeta a tarjeta van de rosslink a rosslink(los n�umeros 8 a 14 y 24 a 30 del rosslink de la tarjeta) mientras los 8links van de rosslink al onetor y de ah�� a la tarjeta (los n�umeros 16 a 23,de nuevo del rosslink de la tarjeta) mientras los links 15 y 31 del rosslinkde ada tarjeta van al ontroller. Finalmente los 8 links 0 de ada tarjetavan al onetor y reiben los 8 links de la tarjeta veina que tambi�en vanal onetor.Esto nos permite llegar a una potenia m�axima de 640 Mips o unos 100Mops.Hasta el presente las dos m�aquinas atualmente en funionamiento, unaen Zaragoza y la otra en Roma, han estado dediadas al estudio de di-versos temas: U(1){Higgs [30, 31, 32, 54℄, SU(2) Twisted [59℄, Spin{Glasses[60, 61, 56℄, ampos esalares en 2 dimensiones [62, 63℄ y simulaiones demovimiento de plaas tet�onias [64℄.

4En RTN lo que ourre es que el EventAk del transputer se pone alto va a la ALTERAy �esta pone alto el EventReq del ontroller y le manda una se~nal a su Event. Cuando elontroller lo lee se ponen bajos los EventReq de las tarjetas via hardware.5La puerta l�ogia NOT que aparee en la Fig. 7.3 sirve para poner bajas las se~nalesde EventReq de las tarjetas. Cuando el ER de la tarjeta est�a alto el EA del ontrollerest�a bajo. Pero uando se lee el Event en el ontroller su EA se pone alto y esto impliaque el ER del transputer se ponga a ero.
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Cap��tulo 8Utilizai�on de RTN en C8.1 Introdui�onEn este ap��tulo expondremos algunas de las rutinas que hemos desarro-llado en C para el ontrol de la m�aquina, onretamente es un onjunto deprogramas que permiten utilizar RTN on�gurada omo una red bidimen-sional errada [55, 65℄.En las tres primeras seiones desribiremos las rutinas realizadas de-pendiendo de la funi�on que desarrolla el transputer (root, ontroller oworker).Para �jar la notai�on denominaremos root. al programa que orre enel root, trl. al programa que orre en el ontroller y worker. al que orreen ada uno de los 64 transputer de RTN.En la �ultima sei�on desribiremos �omo hemos paralelizado los pro-gramas utilizados, onretamente los usados para spin-glasses, U(1){Higgsy Z(8). Los detalles del tipo de ai�on son pr�atiamente irrelevantes aexepi�on que todas las interaiones son a pr�oximos veinos.8.2 Root.La tarea fundamental de root. es leer los datos iniiales (que pueden in-luir eventualmente bakups de on�guraiones) del diso duro del host yenviar estos datos al ontroller. Posteriormente reibir�a los resultados de lasimulai�on del ontroller y los guardar�a en diso. Esto lo podemos esribiren el siguiente ejemplo, donde no hemos espei�ado totalmente todos loselementos de�nidos pero que sirve para entender el proeso.135



136 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en C/* root. :Se ejeuta en el transputer onetado diretamente al host */#inlude "root.h"/* headers de i/o, omuniaiones, estruturas, ... */int main(void){ DATOSTOT datos;RESULTOT resultados;lee_datos_del_host(&datos);ChanOut(to_ontroller, datos, sizeof(datos));ChanIn(from_ontroller, resultados, sizeof(resultados));esribe_datos_en_host(&resultados);} Otra posibilidad alternativa es que el programa root se ejeute direta-mente en el host, en uyo aso ChanIn y ChanOut son rutinas que esribensobre el bus del host.8.3 Controller.La tarea del ontroller es un poo m�as ompliada que la del root, estoes debido a que debe de realizar las diversas reon�guraiones de la redadem�as de reibir los datos del root y mandarlos a los 64 transputers yposteriormente reibir los resultados de los 64 transputers y mandarlos alroot.Una vez reibidos los datos del root, el ontroller tiene que seleionarada uno de los 64 transputers mediante la funi�on Coneta transputer[i℄.Una vez seleionado le env��a su parte de los datos. Realizado esto, elontroller reon�gura los rosslinks de forma que se obtenga una red toroidalbidimensional mediante la funi�on Cierra Red. Despu�es manda un aviso atodos los transputers que les india que ya pueden omenzar. Esto lo haemediante el Event puesto que la red ya es toroidal y no queda ning�un linkf��sio libre. An�alogamente, de nuevo mediante el Event, el ontroller esperauna se~nal desde la m�aquina que le indique que se ha �nalizado la partedel �alulo, para que reon�gure la red. Reibida esta se~nal el ontrollerseleiona de nuevo ada uno de los 64 transputers mediante la mismafuni�on que anteriormente. Aunque ahora es neesario que un transputerdado onoza que tiene omuniai�on direta on el ontroller. Para ello el



8.3. CONTROLLER.C 137ontroller le env��a un ar�ater, uando el transputer lo reibe onoe quela onexi�on est�a abierta y puede empezar a mandar los resultados. Trasreibir los resultados de ada uno de los transputers, suma los datos parareduir su tama~no y manda estos datos promediados al proesador root./* trl. */#inlude "trl."int main(void){ DATOSTOT datos_totales;DATOSPAR datos_pariales[numero_transputer℄;RESULTOT resul_totales;RESULPAR resul_pariales[numero_transputers℄;ChanIn(from_root, &datos_totales, sizeof(datos_totales));Extrae_datos_pariales(&datos_totales,datos_pariales);for (i=0;i<numero_transputers;i++){ Coneta_transputers(i);ChanOut(to_RTN, &datos_pariales[i℄,sizeof(datos_pariales[i℄);}Cierra_Red(); /* Configura un toro bidimensional */Manda_Aviso_RTN(); /* India a RTN que puede omenzar *//* RTN esta realizando el �alulo *//* Espera que finalie RTN, est�a leyendo el Event*/Espera_Aviso_RTN();for (i=0;i<numero_transputers;i++){ Coneta_transputer(i);/* Avisa al transputer i-�esimo que ya puedeomenzar a mandar los resultadosya que el rosslink ha sido reonfigurado */ChanOutChar(to_RTN,'o');ChanIn(from_RTN,&resul_pariales[i℄,sizeof(resul_pariales[i℄));}



138 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en CIntegra_Resultados(resul_pariales,&resul_totales);ChanOut(to_root,&resul_totales,sizeof(resul_totales);} A ontinuai�on vamos a desribir las funiones usadas en el programaanterior.Comenzaremos on la funi�on Coneta transputer(k). Para onetar elontroller on el transputer k-�esimo lo que debemos determinar en primerlugar es a qu�e tarjeta pertenee de las 8 y u�al es su orden dentro de laanterior tarjeta. Esto se hae f�ailmente alulando la divisi�on entera dek on 8 (que nos da la tarjeta) y el resto (que nos da el orden dentro dela tarjeta). Para enlazar on la tarjeta dada debemos on�gurar en primerlugar el rosslink del ontroller. Para ello reordemos �omo se on�gura unrosslink. Para on�gurarlo usaremos el link de on�gurai�on que poseenlos rosslinks, que en nuestro aso esta unido al link 3 del ontroller.En primer lugar mandamos el byte 1, esto le india que los dos siguientesbytes que reiba ser�an los links que debe de onetar. Despu�es de mandarlos dos bytes itados le mandamos el uarto byte que ser�a el 3, esto leindiar�a que debe de grabar la on�gurai�on de los links. Si queremos unirm�as de dos links del rosslink mandaremos el 1, luego tantos pares de bytesomo links queramos unir y �nalmente el byte 3. A vees se manda el byte4 para borrar todas las uniones existentes.Como vamos a usar el link 1 del ontroller, que va al link 30 del C004del ontroller, para omuniarnos on el C004 de la tarjeta dada, tendremosque mandar omo bytes de on�gurai�on el 30 y el n�umero de la tarjeta. As��todo lo que salga del link 1 del ontroller aabar�a en el link de on�gurai�ondel C004 de la tarjeta seleionada, que m�as abajo denotaremos por j.Adem�as uniremos el link 31 del C004 del Controller, que est�a unido al link2 del ontroller, on el link 31 del C004 de la tarjeta, que onetaremosposteriormente al transputer dado. Finalmente deberemos on�gurar elC004 de la tarjeta dada. Para ello mandamos por el link 1 del ontroller elvetor de on�gurai�on. Uniremos el link 31 del C004 de la tarjeta, al ualya tenemos aeso, on el link del C004 que va al transputer i-�esimo, quetal omo se ha desarrollado el hardware es el link i-�esimo del C004 de latarjeta, as�� que mandamos (4,1,31,i,3). Por lo tanto todo lo que parta dellink 2 del ontroller ir�a a parar al link 2 del transputer i-�esimo de la tarjetaj-�esima.El �odigo ser�a:#inlude <hannel.h>Channel *onf_trl =LINK3OUT,



8.3. CONTROLLER.C 139*onf_board=LINK1OUT;/* Las variables LINK3OUT,... se enuentran definidas en elheader hannel.h */har oneta_trl[5℄ ={4,1,0,30,1,16,31,3},oneta_board[3℄={4,1,0,31,3};void oneta_transputer(int k){ int i,j;i=k%8; /* Transputer i */j=k/8; /* de la tarjeta j */oneta_trl[2℄ = (har) j;oneta_trl[5℄ = (har) (j+16);ChanOut(onf_trl,oneta_trl,sizeof(oneta_trl));/* ya hemos onfigurado el C004 del ontroller *//* ahora onfiguraremos el C004 de la tarjeta j */oneta_board[2℄= (har) i;ChanOut(onf_board,oneta_board,sizeof(oneta_board));} A ontinuai�on vamos a desribir la rutina que usamos para errar lared de forma que obtengamos un toro bidimensional.De nuevo lo primero que haemos es on�gurar el C004 del ontroller.La on�gurai�on la haremos seuenial, �jada una tarjeta, i, proederemoson sus 8 transputers, j. Para ello mandaremos al rosslink del ontrollerlos bytes de on�gurai�on 30 e i, por el Link 3 del ontroller. Ahora yatenemos aeso al link de on�gurai�on del rosslink de la tarjeta i-�esima atrav�es del link 1 del ontroller. Por este link mandaremos 8 pares de bytesde on�gurai�on para unir los 8 transputers. Tal omo se ha dise~nado elhardware ada transputer est�a unido a sus dos veinos mediante los links 1y 3. Los 8 links 0 van a un onetor que los env��a al rosslink de la tarjetai+1. El link 0 del transputer j-�esimo de la tarjeta i-�esima va onetado onel link j+16 del C004 la tarjeta i+1. Mientras que los links 2 van a su propiorosslink. El link 2 del transputer j-�esimo va onetado al link j-�esimo delrosslink. Para onseguir la on�gurai�on toroidal uniremos el link 2 deltransputer j-�esimo de la tarjeta i-�esima on el link 0 del transputer j-�esimode la tarjeta i+1. Para ello mandaremos por el link 1 del ontroller lospares (j, j+16), j=0...7. Realizando la misma operai�on en las restantes 7tarjetas obtenemos una on�gurai�on toroidal errada.El �odigo que lo realiza es:



140 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en C#inlude <hannel.h>Channel *onf_trl =LINK3OUT,*onf_board=LINK1OUT;har ierra_trl[5℄ ={4,1,0,30,3},ierra_board[3℄={1,0,16};void Cierra_Red(void){ int i,j;for (i=0;i<8;i++) /* Bule en tarjetas */{ ierra_trl[2℄=(har) i;ChanOut(onf_trl,ierra_trl,sizeof(ierra_trl);ChanOutChar(onf_board,(har) 4);for (j=0;j<8;j++) /* Bule en transputers */{ ierra_board[1℄=(har) j;ierra_board[2℄=(har) (j+16);ChanOut(onf_board,ierra_board,sizeof(ierra_board));}ChanOutChar(onf_board,(har) 3);}} A ontinuai�on desribiremos la rutina Manda Aviso RTN. Esta rutinaavisa a los 64 transputers que ya pueden omenzar el �alulo. La rutina esla siguiente:#inlude <hannel.h>#define EV_OUT (int *) 0x0000000C#define ERR (int *) 0x00000004#define EV_ACK (int *) 0x00000008void Manda_Aviso_RTN(void){ int any,result;



8.3. CONTROLLER.C 141*EV_OUT=1;ChanInChar(EVENT);/* La variable EVENT se enuentra definida en hannel.h */any=*ERR;result=*EV_ACK;*EV_OUT=0;} An�alogamente la rutina Reibe Aviso RTN ser�a:#inlude <hannel.h>#define EV_OUT (int *) 0x0000000C#define ERR (int *) 0x00000004#define EV_ACK (int *) 0x00000008void Reibe_Aviso_RTN(void){ int any, result;*EV_OUT=1;ChanInChar(EVENT);any=*ERR;result=*EV_ACK;*EV_OUT=0;} Y �nalmente, aunque no la hemos inluido en el ejemplo trl., la rutinapara resetar el event, Reset Event, es:#inlude <hannel.h>#define EV_OUT (int *) 0x0000000C#define ERR (int *) 0x00000004#define EV_ACK (int *) 0x00000008void Reset_Event(void){ int any, result;if (ChanInTimeFail(EVENT,&any,4,10)>0)



142 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en C{ any=*ERR;result=*EV_ACK;*EV_OUT=0;}else*EV_OUT=0;}8.4 Worker.Pasamos �nalmente al programa que se ejeuta en ada uno de los 64 trans-puters, que denominaremos worker., uyo �odigo ser�a:/* worker.:Se ejeuta en ada transputer de RTN. */#inlude "worker.h"int main(void){ DATOSPAR datos_pariales;RESULPAR resul_pariales;int *transputer;/* Lee el n�umero de transputer delfihero de onfigurai�on (.fs) */transputer= (int *) get_param(1);ChanIn(from_trl,&datos_pariales,sizeof(datos_pariales));Espera_Aviso_Controller();/* se ejeuta esta rutina uando la red esta errada. */Subrutina_Prinipal();/* La subrutina prinipal puede inluir omuniai�onon los transputer veinos */Manda_Aviso_Controller();ChanInChar(from_trl);



8.4. WORKER.C 143ChanOut(to_trl,&resul_pariales,sizeof(resul_pariales);} Ahora pasamos a desribir las diferentes rutinas inluidas en el programaanterior.En primer lugar tenemos la rutina Espera Aviso Controller:#inlude <hannel.h>extern int *transputer;void Espera_Aviso_Controller(void){ if (*transputer==0)ChanInChar(EVENT);/* El transputer 0 de la tarjeta 0 manda un aviso a lostransputer 0 de ada tarjeta */if (*transputer%8==0){ if (*transputer==0){ ChanOutChar(LINK2OUT,'o');ChanInChar(LINK0IN);}else{ ChanInChar(LINK0IN);ChanOutChar(LINK2OUT,'o');}}/* El transputer 0 de ada tarjeta env��a una se~nal ('o')a ada uno del resto de los transputers de la tarjeta */if (*transputer%8==0){ ChanOutChar(LINK1OUT,'o');ChanInChar(LINK3IN);}else{/* omo no es el T0 espera el ar�ater



144 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en Cy uando lo reibe por el veino lo env��aal otro veino */ChanInChar(LINK3IN);ChanOutChar(LINK1OUT,'o');}/* Todos los transputers han terminadoy es posible abrir la red */} Lo primero que hae la rutina anterior es omprobar si el transputerque la est�a ejeutando es el transputer 0 de la m�aquina. Si lo es, lee elEVENT; si no lo es omprueba si es el transputer 0 de alguna tarjeta, si esas�� omprueba de nuevo si es el transputer 0 de la m�aquina y si es verdadmanda por el link 2 un ar�ater y posteriormente espera a que le llegueun ar�ater por el link 1. En aso ontrario, es deir es el transputer 0de una tarjeta diferente de la 0, espera a que le llegue un ar�ater por ellink 1, y posteriormente enviar�a un ar�ater por el link 2. Tal omo est�a laon�gurai�on el link 0 del transputer 0 de una tarjeta est�a onetado on ellink 2 del transputer 0 de la siguiente tarjeta. As�� lo que se onsigue es queel transputer 0 de la tarjeta 0 mande una se~nal al resto de los transputers0 de las otras tarjetas.De nuevo omprueba si el transputer dado es el 0 de una tarjeta, silo es, manda al resto de los transputers de la tarjeta un ar�ater, estolo hae mand�andole al veino un ar�ater. Si no es el transputer 0 deualquier tarjeta esperar�a reibir por el link 3 el ar�ater que ha mandadoel transputer 0 si es su veino, o de su propio veino si no es el aso. Cuandose ierra el ilo es que todos los transputers han terminado de ejeutar su�odigo, en este aso el input/output on el ontroller y se puede errar lared.A ontinuai�on desribimos la rutina Manda Aviso Controller, que nodetallaremos al ser muy pareida a la anterior.void Manda_Aviso_Controller(void)/* El transputer 0 de la tarjeta 0 env��a un aviso alos 0 de ada tarjeta de que ha terminado */if (*transputer %8==0){ if (*transputer==0){ ChanOutChar(LINK2OUT,'o');ChanInChar(LINK0IN);



8.5. PARALELIZACI �ON DE UN PROGRAMA TIPO 145}else{ ChanInChar(LINK0IN);ChanOutChar(LINK2OUT,'o');}}/* Los transputers 0 notifian a los dem�as dela propia tarjeta que han terminado */if (*transputer %8 ==0){ ChanOutChar(LINK1OUT,'o');ChanInChar(LINK3IN);}else{ ChanInChar(LINK3IN);ChanOutChar(LINK1OUT,'o');}/* Todos los T's han terminado,el transputer 0 de la tarjeta 0 lo omunia atrav�es del EVENT al ontroller */if (*transputer ==0)ChanInChar(EVENT);}8.5 Paralelizai�on de un programa tipoLa estrategia de paralelizai�on ha onsistido en lo siguiente. Dividimos lasdireiones x e y entre todos los proesadores. Cada uno de ellos tendr�a quetrabajar sobre parte del ret��ulo en las direiones x e y y on el ret��uloentero en las direiones z y t. Por lo tanto ada transputer tendr�a unsubret��ulo de puntos y todos estos subret��ulos podr�an ser \atualizados"en paralelo. Un problema que se presenta es la interai�on a segundosveinos que aparee en la ai�on, para una teor��a gauge. Los puntos dela frontera de estos subret��ulos neesitan onoer, para poder realizar elupdate, los puntos veinos y sus links orrespondientes.Uno podr��a pensar en que ada transputer pidiera a su orrespondienteveino la informai�on que neesitara en ada momento. Pero esto presenta
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Figura 8.1: Desripi�on de la distribui�on en blanas y negras en un ret��ulobidimensional. En l��nea ontinua se representa la parte del ret��ulo o-rrepondiente a un transputer, mientras que on l��nea disontinua se marala parte del ret��ulo almaenada en el transputer anterior.el problema de sinronizai�on entre los diferentes proesadores. Adem�astransmitir paquetes peque~nos de informai�on no es e�iente y �nalmentetendr��amos que estar abriendo y errando ontinuamente proesos paralelos.Para evitar esto, hemos introduido las variables de los proesadores ve-inos que neesitamos para haer el update (las fronteras) en el transputerdado, as�� que ada proesador ontiene adem�as de su subret��ulo la fron-tera de �este, tanto de sites omo de links. Ya podemos realizar el updateenteramente dentro del proesador. Realizaremos este update simult�anea-mente en todos los proesadores a la vez. Para posibilitar la transmisi�onde las nuevas variables, produto del update, dividiremos el ret��ulo en sitesblanos y en sites negros. El veino de un site blano es un site negro yvieversa (Figura 8.1). En el aso de una teor��a gauge los links tienen elolor del site de origen.En primer lugar haemos el update de todos los sites blanos y seguida-mente transmitimos las fronteras, s�olo la parte blana. As�� los proesadoresveinos tienen la informai�on atualizada para realizar el orrespondienteupdate de los sites negros, para lo que neesitan s�olo los sites blanos queya han sido atualizados en el paso anterior. Si trabajamos on una teor��a



8.5. PARALELIZACI �ON DE UN PROGRAMA TIPO 147gauge es neesario realizar el update de los links blanos y negros en unadirei�on antes de proseguir on la siguiente.As�� en un ret��ulo 164 en la m�aquina RTN on una topolog��a 8� 8 adatransputer tendr�a un subret��ulo de 4� 4� 16� 16.Con este m�etodo hemos obtenido una e�ienia paralela erana al 95 %.Es deir s�olo el 5% del tiempo se ha dediado a transmisiones entre pro-esadores veinos. Con este esquema de paralelizai�on podemos llegar asimular hasta ret��ulos 244. Esta limitai�on est�a impuesta por la memoriade ada transputer.Ahora detallaremos on partes de �odigo esrito en C �omo se transmi-ten las fronteras1 para el programa que simula a los vidrios de esp��n.En el worker realizamos las siguientes de�niiones:/* Definimos el tipo spin omo entero largo,aunque para el T800 int=long */typedef spin long intint *transputer;/* Tenemos uatro fronteras: right,left,up y down *//* Delaramos el vetor en el que transmitiremosla frontera dereha outright[℄, el vetor por elque reibiremos la frontera dereha inright[℄,...*/spin outright[nf1℄,outleft[nf1℄,inright[nf1℄,inleft[nf1℄,outdown[nf2℄, outup[nf2℄, indown[nf2℄, inup[nf2℄;/*Delaramos los proesos que usaremospara mandar y reibir las fronteras */Proess *xleft, *xright, *xup, *xdown;Proess *xleft1, *xright1, *xup1, *xdown1;/*Delaramos los anales */extern Channel *down_han, *up_han,*link_outr,*link_outl,*link_outu,*link_outd,*link_inr,*link_inl,*link_inu,*link_ind;1Las omuniaiones del programa worker on el ontroller son an�alogas a las desritasen los ejemplos del Ap�endie D



148 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en C/* Delaramos las funiones que se orreran en paralelo,que tienen omo argumento uno de los proesos anteriores,el anal por el que se manda o reibe,dependiendo del tipo de funion, y un puntero a lavariable que se pasa. */extern void mandaf1(Proess *,Channel *, spin *);extern void mandaf2(Proess *,Channel *, spin *);extern void reibe1(Proess *,Channel *, spin *);extern void reibe2(Proess *,Channel *, spin *);/* Delaramos omo externa la funi�onque extrae las orrespondientesfronteras, las manda y reibe */extern void Frontera(int);...int main(void){ ...transputer = (int *) get_param(1);/* Alojamos e iniializamos los proesos anteriores */if ((xleft1=ProAllo(reibe1,0,long1,link_inr,inright))==NULL)debug_stop();if ((xright1=ProAllo(reibe1,0,long1,link_inl,inleft))==NULL)debug_stop();if ((xdown1=ProAllo(reibe2,0,long2,link_inu,inup))==NULL)debug_stop();if ((xup1=ProAllo(reibe2,0,long2,link_ind,indown))==NULL)debug_stop();if ((xleft=



8.5. PARALELIZACI �ON DE UN PROGRAMA TIPO 149ProAllo(mandaf1,0,long1,link_outl,outleft))==NULL)debug_stop();if ((xright=ProAllo(mandaf1,0,long1,link_outr,outright))==NULL)debug_stop();if ((xdown=ProAllo(mandaf2,0,long2,link_outd,outdown))==NULL)debug_stop();if ((xup=ProAllo(mandaf2,0,long2,link_outu,outup))==NULL)debug_stop();/* long1 y long 2 son el tama~no delas diferentes fronteras */...Frontera(...)} mientras que la rutina frontera:...extern Channel *link_inl, *link_inr, *link_ind, *link_inu;extern Channel *link_outl,*link_outr,*link_outd,*link_outu;extern Proess *xleft, *xright, *xup, *xdown;extern Proess *xleft1, *xright1, *xup1, *xdown1;extern spin outright[℄,outleft[℄,inright[℄,inleft[℄,outdown[℄,outup[℄,indown[℄,inup[℄;.../* Mandar�a frontera right o left */void mandaf1(Proess *p, Channel *anal,spin *vetor){ p = p;ChanOut(anal,vetor,nf1*4);/*nf1*4 es el tama~no del vetor */}/* Mandar�a frontera up o down */void mandaf2(Proess *p, Channel *anal,spin *vetor)



150 Cap��tulo 8. Utilizai�on de RTN en C{ p = p;ChanOut(anal,vetor,nf2*4);}/* Reibir�a frontera right o left */void reibe1(Proess *p, Channel *anal,spin *vetor){ p = p;ChanIn(anal,vetor,nf1*4);}/* Reibir�a frontera up o down */void reibe2(Proess *p, Channel *anal,spin *vetor){ p = p;ChanIn(anal,vetor,nf2*4);}void Frontera(int olor)/*transmisi�on de la frontera ambiada */{ .../* Hasta aqu�� la rutina frontera ha extra��dolas uatro fronteras y lasha guardado en las variablesoutright, outleft, outup, outdown *//* El proeso xleft manda la fronteraizquierda (outleft) y xleft1reibe la frontera dereha,que guardar�a en inright *//* Ambos proesos se mandan en paraleloy on la misma prioridad */ProPar(xleft,xleft1,NULL);/* Cuando finaliza la transmisi�on deizquierda a dereha omienza latransmisi�on de dereha a izquierda */



8.5. PARALELIZACI �ON DE UN PROGRAMA TIPO 151ProPar(xright,xright1,NULL);/* De abajo a arriba...*/ProPar(xdown,xdown1,NULL);/* Y de arriba a abajo */ProPar(xup,xup1,NULL);/* Ya hemos transmitido las fronterasy podemos atualizar las variables..*/...}
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Ap�endie AM�etodo de la densidadespetralA.1 M�etodo de la densidad espetralEn este ap�endie presentaremos los fundamentos del m�etodo de la densidadespetral que ha sido ampliamente utilizado a lo largo de la tesis1.Comenzaremos on los histogramas unidimensionales, la generalizai�ona histogramas en varias dimensiones es direta, para �nalizar on la t�eniade los histogramas m�ultiples.A.1.1 Histogramas unidimensionalesConsideremos una evolui�on de Monte Carlo, ada una de las on�gura-iones generadas tiene energ��a E, y podemos alular el n�umero de veesque aparee una energ��a dada, �N(E), dividida por el n�umero total de on�-guraiones generadas en la evolui�on de Monte Carlo, n. En el l��mite uandoel n�umero de on�guraiones generadas es in�nito, el histograma anteriortiende a la probabilidad de que apareza una energ��a E en el sistema. Eneste aso el histograma obtenido lo denotaremos por hN(E)i.Cuando el sistema est�e de�nido de forma que la energ��a sea ontinua,onsideraremos una disretizai�on y realizaremos el proeso anterior.De la Me�ania Estad��stia Cl�asia sabemos que la probabilidad de que1Este m�etodo fue originalmente presentado en las referenias [87, 88℄, aunque fue\redesubierto y \relanzado" en [89℄. Nosotros seguimos en nuestra presentai�on lareferenia [90℄. 153



154 Ap�endie A. M�etodo de la densidad espetralapareza una energ��a E esp(E) = 1ZW (E) exp(��E); (A:1)donde W (E) es el n�umero de estados on energ��a E. Si de�nimos f � �F ,donde F es la energ��a libre extensiva tenemosf = � logZ : (A:2)Por lo tanto en el l��mite en el ual el n�umero de on�guraiones, n, esin�nito tenemoshN(E)�in � p�(E) =W (E) exp(��E + f): (A:3)Es deir podemos alular num�eriamente la densidad de estados salvo elfator exp(�f). Con esta estimai�on ya podemos alular la probabilidadde la energ��a a otra � y relaionarla on la ya alulada.p�0(E) = p�(E) expf�(�0 � �)EgPE p�(E) expf�(�0 � �)Eg : (A:4)Las euaiones anteriores son exatas en el l��mite n!1, mientras quepara una simulai�on de Monte Carlo ser�an aproximadas, tendremos �N(E)en vez de hN(E)i. Dada una simulai�on en � podremos alular p�0(E)siempre y uando la diferenia �0 � � sea peque~na. Podemos uanti�ar loanterior de la siguiente forma: todas las energ��as mayores (menores) queE � A�(E), on A � 1, deben de estar suprimidas en la nueva p�0 ya queel histograma original apenas nos da informai�on sobre estas energ��as alestar a m�as de una desviai�on t��pia de la media (el error en un histogramava omo la ra��z uadrada del n�umero de puntos que hay en ada inter-valo, as�� que �2(N(E)) � hN(E)i y omo lejos de �E apenas se enuentranon�guraiones el error ser�a del 100%)2. Podremos exigir por ejemploj� � �0j�(E) = A: (A:5)Con A = 3 la nueva probabilidad tendr�a un fator e�3 respeto a la proba-bilidad m�axima en estos puntos. Es deir, pr�atiamente no ontribuir�an.Adem�as es interesante realizar la simulai�on lo m�as era posible de latransii�on. Pero era de la transii�on las utuaiones ser�an m�aximas ytendremos un histograma lo m�as anho posible. Por lo tanto de la euai�onanterior observamos que nos podremos mover muy poo de la temperatura2En la pr�atia puede onseguirse una preisi�on razonable para distanias algomayores que �.



A.1. M�ETODO DE LA DENSIDAD ESPECTRAL 155de la simulai�on. A pesar de este inonveniente el m�etodo de la densidadespetral se ha revelado muy �util para loalizar la transii�on.Es f�ail reesribir las f�ormulas anteriores para un sistema on variosobservables.En el sistema U(1){Higgs ten��amos la energ��a de la plaqueta EP y laenerg��a de los links EL. En este problema realizamos una simulai�on en(�; �) y onstruimos el histograma de las dos energ��as �N(EP; EL)=n, quesabemos que en l��mite de n!1 tiende a la probabilidad de que el sistematenga energ��as (EP; EL) p�;�(EP; EL) 3. La probabilidad de tener EP yEL a otro par de ouplings ( ��; ��) esP( ��;��)(EP; EL) = p�;�(EP; EL)e( ����)6V EP+(����)4V ELPEP ;EL p�;�(EP; EL)e( ����)6V EP+(����)4V EL : (A:6)La validez de esta euai�on estar�a dada por las utuaiones de EP y EL.Para el par�ametro � el intervalo aesible ser�a �� � 1�(EP)6V , mientras quepara � tendremos �� � 1�(EL)V .Si partimos de la ai�on anterior reesrita en t�erminos de las variablesrotadas ? y k, podremosmovernos en intervalos de los anteriores ouplingsque satisfagan �? � 1p�max6V y �k � 1p�min6V respetivamente, por loque tendremos un intervalo muho mayor en la direi�on paralela.A.1.2 Histogramas M�ultiplesEl fundamento de este m�etodo es obtener la m�axima informai�on posible desimulaiones realizadas a diferentes temperaturas. As�� aumentamos enor-memente el rango de validez de los histogramas unidimensionales.Supongamos que hemos realizado R simulaiones a temperaturas 1=�ihabi�endose obtenido sus orrespondientes histogramas, �Ni(E). A partirde estos datos podemos obtener una estimai�on de la densidad de estadosmediante una ombinai�on lineal de la densidad de estados alulada enada una de las simulaiones,West(E) = RXi=1 pi(E) �Ni(E)n�1i exp(�iE � fi); (A:7)donde los pesos pi(E) est�an normalizados a 1,RXi=1 pi(E) = 1: (A:8)3La notai�on utilizada es la del ap��tulo dediado a U(1){Higgs.



156 Ap�endie A. M�etodo de la densidad espetralPodemos elegir los pesos anteriores, pi(E), optimizando para ada adavalor de E independientemente, de tal forma que se minimie el error en ladensidad de estados ya que onoemos que la estimai�on del error (ÆN) delos R histogramas que est�a dada por(Æ(Ni(E)))2 = gi �Ni(E) � giW (E)ni exp(��i + fi): (A:9)Donde gi � 1 + 2�i y �i es el tiempo de orrelai�on integrado. Entonestenemos: (Æ(West(E)))2W (E) = RXi=1 gini exp(�iE � fi)p2i (E): (A:10)Minimizando la euai�on anterior sujeta a la ligadura (A.8) obtenemospi = nig�1i exp(��i + fi)PRj=1 g�1j nj exp(fj � �jE) : (A:11)Hay que rese~nar que W (E) no depende de los pesos pi, mientras que porde�nii�on West si que depende. Por lo tanto el resultado �nal para W (E)es West(E) = PRi=1 g�1i �Ni(E)PRi=1 g�1i ni exp(fi � �iE) : (A:12)Las fi son las energ��as libres a las temperaturas de las simulaiones, por lotanto se debe de veri�ar la siguiente euai�onexp(�fi) =XE W (E) exp(��iE): (A:13)La solui�on de las dos �ultimas euaiones puede ser enontrada por mediode un esquema simple de iterai�on, aunque en algunos asos se puedenusar m�etodos de aelerai�on. Dado que las euaiones quedan invariantessi a~nadimos una onstante a todas las fi tendr��amos s�olo R� 1 onstantesindependientes.Calulando el error relativo obtenemos �nalmenteÆ(West(E))W (E) =  RXi=1 g�1i �Ni(E)!�1=2 : (A:14)De la euai�on anterior se puede deduir que la preisi�on del m�etodo au-menta siempre a~nadiendo datos, lo ual no es ierto en algunos m�etodos.Aunque su utilidad para nosotros ha sido bastante limitada.



Ap�endie BEl M�etodo del jakknifeSean fQi; i = 1; ::Ng 1 los valores que un observable Q toma en una evolu-i�on de Monte Carlo. Nuestra estimai�on del valor medio hQi (on estad��s-tia in�nita) ser�a omo es usual:�Q = 1N NXi=1 Qi: (B:1)Podemos estimar el error de �Q mediante el m�etodo del jakknife omoÆ �Q =vuutN � 1N NXi=1( �Qi � �Q)2; (B:2)donde �Qi = 1N � 1Xj 6=i Qj ; (B:3)es el promedio de los datos ignorando el dato i-�esimo.El problema del m�etodo anterior es que asume que los N datos est�andesorrelaionados. Para onsiderar la orrelai�on entre los suesivos datosse introdue una peque~na modi�ai�on que permite tener en uenta el efetode la orrelai�on en la estimai�on del error.En primer lugar se divide el onjunto de N datos en K bloques queontengan n = N=K datos. Sea �Qnk (k = 1; :::;K) el promedio de los datosobtenido despu�es de eliminar el bloque k-esimo, es deir todos los datos j1Seguimos la presentai�on de la referenia [17℄.157



158 Ap�endie B. El M�etodo del jakknifetales que n(k � 1) + 1 � j � nk,�Qnk = 1N � n 0�n(k�1)Xi=1 Qi + NXi=nk+1Qi1A : (B:4)Tomaremos omo estimai�on del errorÆ �Qn =vuutK � 1K KXk=1( �Qnk � �Q)2: (B:5)Podemos ver que la f�ormula anterior nos da una estimai�on no sesgadadel error, para ello tomaremos valores medios (h:::i) en ambos miembros dela euai�on h(Æ �Qn)2i = 1N (hQ2i i � hQii2) � �2(Q) 1N : (B:6)Si el tama~no del bloque, n, es muy peque~no omparado on la longitud deorrelai�on entre medidas, el estimador Æ �Qn deber�a reer, grosso modo, enun fatorp2 ada vez que doblamos el tama~no del bloque. Este reimientode la estimai�on del error esar�a uando el tama~no del bloque sea mayorque la orrelai�on entre las medidas. El valor de este plateau nos da unaestimai�on del error teniendo en uenta los efetos de la orrelai�on. Estopuede verse de la siguiente manera. Sabemos que el error en una mag-nitud es inversamente proporional a la ra��z uadrada del n�umero de datosindependientes (numero de datos dividido por la longitud de orrelai�on).Si deimos que el n�umero de datos independientes es 4 vees superior al realentones el error que daremos ser�a un fator p2 vees el error que dar��amossi dij�eramos que el n�umero de datos independientes es dos vees superioral real. Obviamente el n�umero de bloques no puede ser exesivamentepeque~no, 2 o 3, ya que entones el error volver�a a reer un fator p2 y notendremos una buena estimai�on. Lo usual es esoger un valor del n�umerode bloques alrededor de la deena.Obviamente la longitud de orrelai�on va a depender del tipo de obser-vable. Estritamente uno deber��a repetir el proeso anterior para ada unode los observables medidos, aunque en la pr�atia se esoge un tama~no debloque, n, en uno de los observables, por ejemplo la energ��a, y se asume suvalidez para los dem�as.



Ap�endie CExponentes r��tios ytama~no �nitoC.1 Exponentes r��tiosConsideremos el Hamiltoniano de Ising en un volumen �nito V 1HV = �J X<i;j>2V �i�j � hXi2V �i; (C:1)donde P<i;j> es la suma a pares de pr�oximos veinos. La funi�on departii�on para el volumen V ser�aZV =X� e��HV : (C:2)Podemos de�nir la densidad de energ��a libre de Gibbs para este volumen V�V (�; h) = � 1�V logZV (�; h): (C:3)Denotaremos por �(�; h) el l��mite termodin�amio de �V (�; h). Puede pro-barse que �(�; h) es independiente de las ondiiones de ontorno y que esuna funi�on �onava de � y h.Las antidades termodin�amias pueden expresarse mediante derivadasde �(�; h) respeto a � y/o h� Magnetizai�on: M = ����h .1Usaremos la notai�on y de�niiones de la referenia [10℄.159



160 Ap�endie C. Exponentes r��tios y tama~no �nito� Suseptibilidad Magn�etia: � = �M�h .� Entrop��a: S = �2 ���� .� Energ��a interna: U = �+ 1� S + hM .� Calor espe���o: Ch = ��3 �2���2 .Formalmente las antidades anteriores pueden alularse mediante fun-iones de orrelai�on: M = h�0i; (C:4)� =Xx h�0�xi; (C:5)U = �J X<i;0>h�0�ii; (C:6)Ch = (�J)2 X<0;i>;<x;j>h�0�i;�x�x+ji; (C:7)donde hA;Bi � hABi � hABi � hAihBi.Tambi�en podemos introduir algunas otras antidades omo la longitudde orrelai�on � � lim supjxj!1 �jxjlogh�0;�xi � m�1; (C:8)o la onstante renormalizada a 4 puntos adimensional gg � ��u4�2�d ; (C:9)donde �u4 � Xx1;x2;x3;x4 u4(x1; x2; x3; x4); (C:10)u4(x1; x2; x3; x4) � h�x1�x2�x3�x4i � h�x1�x2ih�x3�x4i �h�x1�x3ih�x2�x4i � h�x1�x4ih�x2�x3i: (C.11)Esta antidad tiene muha importania en el estudio de la trivialidadde una teor��a.



C.1. EXPONENTES CR�ITICOS 161Las antidades termodin�amias anteriores tienen los siguientes ompor-tamientos era del punto r��tio (T = T; h = 0):M(T; h) � jhj1=Æ; (C:12)M0(T ) � limh!0M(T; h) � (�t)�; (C:13)�(T ) � jtj� ; (C:14)Ch � jtj��; (C:15)�(t) � jtj�� ; (C:16)g � t� � td��2�4+ ; (C:17)h�x�yi�=�;h=0 � jx� yj�(d�2+�) ; jx� yj ! 1; (C:18)donde t � T � T. La notai�on f(x) � x�; (C:19)implia que existen dos onstantes f+ y f� tales quef�x� � f(x) � f+x�; (C:20)uando x! 0, o equivalentemente que� = limx!0 log f(x)logx : (C:21)Se puede demostrar que para sistemas de espines en d > 4 obtendremoslos exponentes de ampo medio. En d = 4 esperamos las leyes anterioreson los exponentes de ampo medio pero on t�erminos multipliativos lo-gar��tmios.Reogemos a ontinuai�on en la siguiente tabla los exponentes r��tiosen diversos modelos, an�aloga a la presentada en el Cap��tulo 2 para el modelode Potts [18℄Modelo � �  �Ising (d = 2) 0(Log) 1/8 7/4 1Ising (d = 3) 0.105(10) 0.312(5) 1.2385(25) 0.6305(15)Campo Medio 0(Dis) 1/2 1 1/2��4d; d > 4 2-d/2 1/2 1 1/2XY (d = 3) 0.00(2) 0.3485(35) 1.33(2) 0.672(7)Agua, l��quido{vapor 0.108(7) 0.322(5) 1.24(1) 0.625(6)



162 Ap�endie C. Exponentes r��tios y tama~no �nitoC.2 Relaiones de esalaVamos a exponer brevemente las relaiones de esala y su dedui�on ha-iendo hinapi�e en las hip�otesis que usamos en la dedui�on de ada relai�on.Seguiremos la referenia [33℄.Consideremos un ampo esalar y midamos las longitudes en t�erminosdel espaiado de la red, a.De�namos la funi�on de orrelai�on a dos puntosG(x) = h�(x)�(0)i: (C:22)Ignorando anisotrop��as esta funi�on de orrelai�on satisfae 2G(r2)G(r1) =  �r2r1 ; r1a � ; (C:23)on r � jxj. Si nos aeramos al punto r��tio tenemos que � aumenta. Estoheho lo podemos reinterpretar diiendo que a disminuye. Por lo tanto lateor��a se hae r��tia en el l��mite a!0 y la f�ormula anterior se simpli�aG(r2)G(r1) =  �r2r1� r1; r2 � a: (C:24)La ley de grupo G(r3)G(r1) = G(r3)G(r2) G(r2)G(r1) ; (C:25)implia que la funi�on  es una funi�on homog�enea que satisfae (1) = 1.Por lo tanto se obtieneG(r2) = G(r1)�r1r2�d�2+� si � = 0; (C:26)donde � � (T=T � 1), y hemos usado la de�nii�on usual de la dimensi�onan�omala �.En la fase desordenada (� > 0), muy era del punto r��tio, podemosdistinguir tres dominios de distanias. El primer dominio est�a de�nido pora � r � � y a todos los efetos podemos trabajar omo si la longitudde orrelai�on fuera in�nita. La segunda regi�on veri�a que r � � � ay omienzan a apareer desviaiones fuertes del anterior omportamiento.Finalmente uando r � � � a la orrelai�on entre espines se anula expo-nenialmente.2Ya que es adimensional s�olo puede ser funi�on de antidades adimensionales.



C.2. RELACIONES DE ESCALA 163La disusi�on anterior puede ser reogida en la siguiente f�ormulaG(r; �) � 1rd�2+� g� r�(�)� ; (C:27)donde g es una funi�on regular en el origen, exepto orreiones logar��tmi-as en los asos marginales, mientras que deree exponenialmente uandosu argumento es grande.Para alular la primera relai�on de esala asumiremos lo que se onoeomo hip�otesis de esala: la �unia longitud relevante en el estudio del sis-tema es la longitud de orrelai�on �.La suseptibilidad es proporional a la integral de la funi�on a dospuntos 3 �(�) = Zjxj<�(�) ddx 1jxjd�2+� � �2��: (C:29)Como � � �� y � � ��� obtenemos la primera relai�on de esala = �(2� �): (C:30)N�otese que s�olo hemos usado la hip�otesis de esala 4. Para deduir unarelai�on de esala para el exponente del alor espe���o tenemos que asumirla hip�otesis de hiperesala (hypersaling) que onsiste en suponer que lasutuaiones ontribuyen a la parte singular de la densidad de energ��a libreomo fsing � 1�(�)d � ��d: (C:31)Como el alor espe���o es la derivada segunda de la densidad de energ��alibre, obtenemos C(�) � ��(2��d); (C:32)por lo que � = 2� �d: (C:33)3O en su versi�on disreta: � =Xj h�i�0i: (C:28)4La hip�otesis de esala est�a tanto en los l��mites de integrai�on omo en la forma dela funi�on a dos puntos, / g(r=�)



164 Ap�endie C. Exponentes r��tios y tama~no �nitoRemaramos que para obtener esta relai�on se ha heho uso tanto de lahip�otesis de esala omo la de hiperesala5 6.An�alogamente se pueden deduir las relaiones orrespondientes a losexponentes � y Æ, usando la hip�otesis de esala, obteni�endose 7 = �(Æ � 1); (C.37) = 2�Æ + �� 2; (C.38)que se onvierten en Æ = d+ 2� �d� 2 + � ; (C.39)� = 12�(d� 2 + �); (C.40)si se asume la relai�on de hiperesala.Las relaiones anteriores tambi�en pueden ser deduidas mediante t�eni-as del Grupo de Renormalizai�on.C.3 Tama~no �nitoC.3.1 Transiiones de fase de segundo ordenComo es bien sabido es imposible obtener magnitudes divergentes en elret��ulo, todas las sumas son �nitas, y por lo tanto todas las magnitudes quevamos a obtener ser�an funiones anal��tias de los par�ametros de la teor��a(sumas de funiones anal��tias). No obstante observando omo reen odisminuyen los observables en funi�on del tama~no del sistema es posible5Podemos justi�ar de forma intuitiva la hip�otesis de hiperesala. Supongamos quela densidad de energ��a libre tenga un omportamiento singular del tipo �2��. En lafase desordenada (� > 0) tenemos una longitud de orrelai�on � y esto produe unautuai�on en la energ��a libre extensiva de �F � �2��ld, donde l es el alane de lautuai�on. La probabilidad de que esta utuai�on ourra es proporional a e��F , queser�a despreiable uando �F � 1, lo que implia que lmax � � � ��(2��)=d.6Obviamente esta relai�on se viola en la teor��a de ampo medio donde � = 0 y � = 1=2independientemente de d. Esto es debido a que el ampo medio elimina las utuaiones.7Se asume en la derivai�on que se veri�a la siguiente euai�on de estadoH =MÆfH(�M�1=�); (C:34)que satisfae M(�) � (��)� si �!0�; (C:35)y M(H; � = 0) � H1=Æ si H!0; (C:36)que por otra parte es la de�nii�on de los exponentes r��tios Æ y �.



C.3. TAMA~NO FINITO 165extraer informai�on sobre par�ametros que gobiernan las divergenias en ell��mite termodin�amio8.Para ello asumimos que nuestro sistema es un ret��ulo de volumen Ldy lado L, que presenta una transii�on de fase ontinua (de segundo ordeno superior) en T � T(1). Seg�un nos vamos aerando a T la longitudde orrelai�on del sistema va reiendo hasta que satura el tama~no delsistema L y empiezan a apareer los efetos de tama~no �nito. Diremosque hemos alanzado la temperatura r��tia aparente, que denotaremos porT(L) uando L � �. Asumiendo la anterior de�nii�on es f�ail deduir �omoesala T(L) on L ya que�(T(L)) / L � (T(L)� T)�� ; (C:41)y T(L)� T � L� 1� : (C:42)Uno espera, que en la regi�on de temperaturas donde la longitud deorrelai�on es del orden del tama~no del sistema, la din�amia est�e gobernadapor s�olo una variable L=� � Lt�L donde tL es la temperatura reduidade�nida por tL � (T � T(L))=T(L): (C:43)Esto implia un omportamiento, para un observable gen�erio de los de�-nidos en la sei�on anterior, del tipoOL � L!f(Lt�L); (C:44)donde f es una funi�on \universal" en el sentido que es independiente deL pero dependiente del observable O. Cuando L! 1 debemos reuperarel omportamiento desrito en la sei�on anterior que para O esribiremosomo O(t) � to (C:45)uando t ! 0. Esto nos impone una ondii�on sobre la funi�on de esalaf(x) f(x) � xo=� ; x!1; (C:46)y otra ondii�on sobre ! ! = � o� : (C:47)Por lo que OL(t) � L� o� f(Lt�): (C:48)8En esta sei�on seguimos la referenia [33℄.



166 Ap�endie C. Exponentes r��tios y tama~no �nitoSi partiularizamos en el punto r��tio aparente tendremos el valor m�aximoo m��nimo de OL (dependiendo que o sea positivo o negativo respetiva-mente) OmaxL � L� o� : (C:49)Hay que modi�ar ligeramente el esquema anterior para tener en uentalas divergenias de tipo logar��tmioO � log t: (C:50)Ahora esribiremosOL(t) � L!(f(Lt�)� f(Lt�0)) +OL(t0): (C:51)Donde t0 es una temperatura reduida arbitraria diferente de ero.Para enontrar (C.50) tendremos que exigir que! = 0 (C:52)y que f(x) � logx; x!1: (C:53)C.3.2 Transiiones de fase de primer ordenEl omportamiento de la densidad de energ��a era de una transii�on deprimer orden omo funi�on del tama~no del ret��ulo puede ser desrita omosigue. Sea PL(E) la distribui�on de probabilidad de la energ��a. Lejos delpunto de transii�on tenemos 9PL = Ne��ELd+SLLd ; (C:54)donde tanto E omo SL son magnitudes intensivas y N es el fator denormalizai�on.Cuando L � � la dependenia de la entrop��a on el volumen es muyd�ebil (� exp�(CteL=�))[14℄ y uno puede desarrollar el exponente alrededordel m�aximo � �E + SL = ��FL(�) � (E � �EL(�))2�22CL(�) ; (C:55)donde FL(�) est�a de�nida porFL(�) = �EL(�) � SL( �EL(�))=� (C:56)9Seguimos en la exposii�on la referenia [16℄.



C.3. TAMA~NO FINITO 167y �EL(�), que denominaremos energ��a interna a la temperatura ��1, essolui�on de la euai�on dSdE ���� �EL(�) = �: (C:57)CL � dE=dT es el alor espe���o.Esto demuestra que la distribui�on de la energ��a interna es gaussiana enel l��mite de gran volumenPL � exp ��Ld�2(E � �EL(�))22CL � : (C:58)En un entorno de la transii�on de primer orden la euai�on (C.57) tienedos soluiones (en volumen �nito S(E) no tiene porque ser onvexa) yPL(E) es la suma de dos gaussianas, en general N gaussianas en el aso deque tengamos N fases oexistentes.Si el tama~no del ret��ulo es grande, podemos despreiar la dependeniaon L de la energ��a interna y del alor espe���o. Si expandimos �E(�) en�, obtenemosPL = A� aopCo exp�Ld�2(E �Eo � CoÆT )22Co+ adpCd exp�Ld�2(E �Ed � CdÆT )22Cd � ; (C.59)donde Ed y Cd (respetivamente Eo y Co) son la energ��a y el alor espe���oen el l��mite termodin�amio de la fase desordenada (respetivamente orde-nada) en � = �, ÆT � (�� �)=�2 y A es un fator de normalizai�on. Losoe�ientes ao y ad dan el peso total de ada omponente y est�an dadospor ao � qe�� ad � e��; (C:60)on� = Ld2 �(Fo(�) � Fd(�) � Ld2 (� � �)�Eo �Ed + 12(Co � Cd)ÆT� ;(C:61)donde hemos supuesto la existenia de q fases ordenadas.Si no estamos en la transii�on s�olo una de las dos gaussianas sobrevivedando lugar a una delta de Dira. Pero si estamos en la transii�on, Fo(�) =Fd(�), y ontribuyen los dos pios.Calulando la orrelai�on onexa de la energ��a obtendremos el alorespe���o que tendr�a un m�aximo en �Cmax on valor CmaxL dado por�Cmax = � � log qEd �Eo 1Ld +O(L�2d) (C:62)



168 Ap�endie C. Exponentes r��tios y tama~no �nitoque diverge omo el inverso del volumen yCmax = Ld�24 (Eo �Ed)2 +O(1) (C:63)que diverge on el volumen.Se puede ver que se aplian las mismas euaiones de la sei�on anterioraunque asignando a los exponentes r��tios los siguientes valores:\�" = 1d ; \�" = 1 ; \" = 1 (C:64)En la pr�atia uando se estudia el omportamiento de tama~no �nito deuna transii�on, la aparii�on de los exponentes anteriores (euai�on (C.64))nos india inequ��voamente que la transii�on es de primer orden.Para �nalizar es interesante rese~nar que dentro de esta aproximai�onpodr��amos haber introduido m�as t�erminos en la expansi�on del punto silla,lo que modi�ar��a los momentos de la energ��a. Adem�as podr��amos inluirlos efetos debidos a las on�guraiones mezla. Ya hemos visto que laenerg��a libre extensiva de un estado mezla es la suma de las energ��as libresde sus omponentes, que son proporionales a Ld y la ontribui�on debidaa la interfase, la ual es proporional a Ld�1. La ontribui�on de la in-terfase dominar�a la distribui�on de probabilidad para Eo < E < Ed yaque para grandes ret��ulos la ontribui�on de los estados puros ir�a omoexp(�f(E)Ld).



Ap�endie DProgramai�on paralela enCD.1 Introdui�onEn este ap�endie pretendemos desribir algunos fundamentos de progra-mai�on paralela ilustr�andolo on ejemplos esritos en C, usando las exten-siones paralelas del C de INMOS [65℄. Aproveharemos la realizai�on dedos ejemplos para ir desribiendo las rutinas m�as importantes que se usanen la programai�on de los transputers en C.D.2 Dos ejemplosVamos a esribir dos programas que simplemente pasan unos arateres deun proeso a otro. En el primer ejemplo los dos proesos est�an en el mismoproesador, mientras que en el segundo ejemplo est�an en dos proesadoresdiferentes. Un programa realista, omo se desribi�o en el ap��tulo 8 aunaarater��stias de ambos ejemplos 1.D.2.1 Dos proesos en un mismo proesadorSupongamos el sistemas de proesos que se representa en la �gura D.1.Tenemos dos proesos: el master y el worker. Se omunian entre ellosusando anales, que son ToWorker y FromWorker. El proeso host se o-munia on el host usando los anales FromHost y ToHost. Por ahora estos1Ambos ejemplos est�an motivados en la referenia [91℄.169
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ToHost FromHost

ToWorker FromWorker

Transputer

Proceso Master

Proceso Worker

Figura D.1: Dos proesos en un mismo proesador.anales son anales l�ogios que en prinipio hay que asignar a links f��sios,pero esto en este ejemplo no ser�a neesario, aunque si en el siguiente.El �odigo es el siguiente 2 :/* Dos headers de C est�andar */#inlude <stdio.h>#inlude <stdlib.h>/*Dos headers de C paralelo */#inlude <hannel.h>#inlude <proess.h>/* Definiremos los proesos worker y masteromo funiones externas *//* En C todos los programas son funiones */extern voidMaster( Proess *p,Channel *ToWork, Channel *FromWork);extern voidWorker( Proess *p,Channel *FromMast, Channel *ToMast);/* Comienza el programa */2Otra posibilidad, que hemos utilizado en algunos programas, es identi�ar main yMasterPtr y lanzar dentro de MasterPtr el proeso WorkerPtr on la rutina ProRun.



D.2. DOS EJEMPLOS 171int main(void){/* Delaramos los proesos que vamos a usar */Proess *WorkerPtr, *MasterPtr;/* Delaramos los anales */Channel *ToWorker, *FromWorker;/* Iniializamos y asignamos memoria a los anales internos*/if ( (ToWorker=ChanAllo() )==NULL){ printf(" No se ha podido alojaren memoria el anal ToWorker \n");exit( EXIT_FAILURE);}/* Si ChanAllo falla retorna el puntero nulo, NULL */if (( FromWorker=ChanAllo() )==NULL){ printf(" No se ha podido alojaren memoria el anal FromWorker \n");exit( EXIT_FAILURE);}/* Iniiamos y asignamos memoria a los proesos */if ( ( WorkerPtr =ProAllo(Worker,0,2,ToWorker,FromWorker) )==NULL){ printf(" No se ha podido alojaren memoria el proeso Worker \n");exit( EXIT_FAILURE);}/* El primer argumento de ProAllo es el nombre del proeso,0 es el workspae por defeto (4 KBytes), 2 es el n�umerode argumentos de Worker sin ontar Proess *p, ToWorker esel primer argumento, que debe de ser un anal y FromWorkeres el segundo argumento que tambi�en ser�a un anal.*/if ( (MasterPtr=ProAllo(Master,0,2,ToWorker,FromWorker))==NULL){ printf(" No se ha podido alojaren memoria el proeso Master \n");



172 Ap�endie D. Programai�on paralela en Cexit(EXIT_FAILURE);}/* Lanzamos los dos proesos que tenemos:WorkerPtr y MasterPtr en paralelo. */ProPar(MasterPtr,WorkerPtr,NULL);/* El ProPar finalizar�a uando losdos proesos hayan finalizado. *//* Realmente hemos tenido tres programas orriendo:main(), MasterPtr y WorkerPtr. */printf("Fin del programa.\n");}/* Delaramos la funi�on masterPasar�a un ar�ater a workery �este le ontestar�a on otro. */void Master( Proess *p,Channel *ToWork, Channel *FromWork){ har ;/* Previene un warning del ompiladorpor no haber usado p, aunque no genera �odigo */p=p;/* Manda el master un ar�ater a workerMandamos el ar�ater 'a' por el anal ToWorker */ChanOutChar(ToWork,'a');/* Reibe un ar�ater de workerReibimos un ar�ater por el anal FromWorker */ = ChanInChar(FromWork);}/* Delaramos la funi�on workerReibir�a un ar�ater de mastery le ontestar�a on otro. */void Worker( Proess *p,Channel *FromMast, Channel *ToMast)
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Transputer 1.

Transputer 2.
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ToMaster

ToWorker

FromMaster
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Figura D.2: Dos proesos en dos proesadores.{ har ;/* Previene un warning del ompiladorpor no haber usado p!!! */p=p;/* Reibe de master un ar�ater*/ = ChanInChar(FromMast);/* Manda un ar�ater a master */ChanOutChar(ToMast,'b');}D.2.2 Dos proesos en dos proesadoresEn este aso la situai�on est�a esquematizada en la �gura D.2. Ahora s�� quehay que asignar a los anales l�ogios que hemos de�nido los anales f��siosde los transputers. Esto lo haremos en el �hero de on�gurai�on.Tendremos por lo tanto dos programas que orrer�an en dos proesadoresdiferentes, el master. y el worker.. De nuevo, para simpli�ar al m�aximo,la �unia labor de estos dos programas ser�a pasarse mutuamente un ar�atery reibirlo.Comenzamos on el programa master.



174 Ap�endie D. Programai�on paralela en C/* Dos headers de C est�andar */#inlude <stdio.h>#inlude <stdlib.h>/*Dos headers de C paralelo */#inlude <hannel.h>#inlude <proess.h>#inlude <mis.h>int main(void){ har ;/* Delaramos los anales */Channel *FromWorker, *ToWorker;/* Definimos los anales de onfigurai�on externos,que identifiaremos on links en el fihero onf.fs */FromWorker = (Channel *) get_param(3);ToWorker = (Channel *) get_param(4);/* La funi�on del get_param quedar�a lara en elfihero de onfigurai�on*/ChanOutChar(ToWorker,'a'); = ChanInChar(FromWorker);printf("Fin del programa\n");exit_terminate(0);} Y el programa worker. ser��a/* Dos headers de C est�andar */#inlude <stdio.h>#inlude <stdlib.h>/*Dos headers de C paralelo */#inlude <hannel.h>#inlude <proess.h>#inlude <mis.h>int main(void){ har ;/* Delaramos los anales */



D.2. DOS EJEMPLOS 175Channel *FromMaster, *ToMaster;/* Definimos los anales de onfigurai�on externos,que identifiaremos on links en el fihero onf.fs */FromMaster = (Channel *) get_param(1);ToMaster = (Channel *) get_param(2);/* La funi�on del get_param quedar�a laraen el fihero de onfigurai�on*/ = ChanInChar(FromMaster);ChanOutChar(ToMaster,'b');exit_terminate(0);} Ahora desribiremos el �hero de on�gurai�on onf.fs./* Delaramos el hardware de que disponemos,en nuestro aso dos T800 on 1M de memoria */T800 (memory = 1M) root;T800 (memory = 1M) slave;/* Delaramos omo est�an unidos, el link 0 del rooton el host y el link 3 del root on el link 0 del slave */onnet root.link[0℄, host;onnet root.link[2℄, slave.link[0℄;/* Desribimos nuestros proesos */proess (staksize=1K, heapsize=50k,interfae( input fs, output ts,input FromWorker, output ToWorker) )Master;/* ts, fs son los anales que van al host *//* fs es get_param(1) en master.,ts es get_param(2),From_Worker es get_param(3) ...*/



176 Ap�endie D. Programai�on paralela en Cproess (staksize=1K, heapsize=50k,interfae( input FromMaster,output ToMaster) )Worker;/* FromMaster es get_param(1) en Worker. ... *//* Definimos las onexiones l�ogias de los par�ametros */input from_host;output to_host;onnet Master.fs, from_host;onnet Master.ts, to_host;onnet Master.ToWorker, Worker.FromMaster;onnet Master.FromWorker, Worker.ToMaster;/* Asignamos los programas ompilados (.lku)a los proesos */use "master.lku" for Master;use "worker.lku" for Worker;/* Asignamos los proesos y los anales l�ogiosen los transputers y en los links respetivamente */plae Master on root;plae Worker on slave;plae from_host on host;plae to_host on host;plae Master.fs on root.link[0℄;plae Master.ts on root.link[0℄;plae Master.ToWorker on root.link[2℄;plae Master.FromWorker on root.link[2℄;plae Worker.ToMaster on slave.link[0℄;plae Worker.FromMaster on slave.link[0℄;
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